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1 Abstrakt
Abstrakt
I denne rapport opstilles og testes en simpel matematisk model for et fysisk system bestående
af en gummislange nedsænket i et kar med vand. Forsøget udføres ikke i virkeligheden, men
har en klar analogi til tidligere arbejder. Der pumpes periodisk på et afgrænset asymmetrisk
sted på slangen. Rapporten har to overordnede formål: At opstille en model der undersøger,
om der opstår et middelflow, samt undersøge hvilke mekanismer, der er ansvarlige for dette
middelflow.
Modellen er opstillet efter kompartmentprincippet og består af 11 koblede 1. ordens differen-
tialligninger. Ligningssystemet er opstillet på baggrund af en betragtning om massebevarelse
samt Newtons 2. lov. I grænsen, når antallet kompartments går mod uendelig, tilnærmer
differentialligningerne kontinuitetsligningen og den lineariserede Euler-ligning i én dimen-
sion med et friktionsled. I den færdige model indgår inertans, resistans og kompliance, som
værende afhængige af radius i slangen. Disse tre størrelser menes at bidrage til middelflowet,
og vi ønsker at undersøge fra hvilken, dette bidrag er størst.
Ligningerne i modellen løses numerisk i MatLab med henblik på, at påvise et middelflow,
hvorefter inertansen, resistansen og kompliancen holdes parvis konstante. Ændringer af
frekvensen hvormed der pumpes medfører ændringer af flowet i slangen.
Rapporten konkluderer, at der forekommer et frekvensafhængigt middelflow, og at det hov-
edsagligt fremkommer på baggrund af inertansen.
Abstract
In this report a mathematical model describing a physical system consisting of a rubber
tube placed in a fluidfilled tank is formulated and analysed. This experiment is not subject-
ed to empirical inquiry, but our experiment has clear analogy to previous works. A pump
is compressing the tube periodically at a place of asymmetry. The report has two main
purposes: To formulate a model that investigates if a mean flow is existent, and to find out
which mechanisms are responsible for creating a mean flow.
The model is formulated in accordance to the compartment principle and consists of 11 1st
order interdependent differential equations. The equations are formulated according to con-
servation of mass and Newtons 2. law. When the size of each compartment approaches zero
the differential equations approksimates the equation of continuity and the linearized Euler
equation in one dimension with a frictional term. In the final model inertans, resistance and
compliance varies with the radius of the tube. These three terms are thought to contribute
to the mean flow and we wish to find out which of the three contributes the most.
The equations in the model are solved numerically in MatLab to establish a mean flow.
Afterwards the inertans, resistance and compliance are kept constant in pairs.
The report concludes that it is possiple to create af frequency dependent mean flow, and
that the inertans contributes primarily to the frequency dependent mean flow.
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2 Indledning
Nærværende projekt handler om ventilløs pumpning, hvilket dækker over et fysisk system,
hvor en væske pumpes afsted således, at et frekvensafhængigt middelflow etableres. Dette
gøres uden brug af ventiler og kendes typisk fra to typer eksperimenter. Det ene bygger på
et såkaldt karsystem og det andet på et såkaldt ringsystem. Eksperimenter har fastslået, at
det er muligt at få en væskestrøm til at løbe i en given retning som funktion af frekvensen,
der pumpes med. Dette betyder, at der for visse frekvenser kan opnås en væskestrøm i
én retning. Vi vil i dette afsnit gennemgå den historiske baggrund og samtidig redegøre
for tidligere udførte arbejder vedrørende ventilløs pumpning, og dermed forklare ring - og
karsystemet.
Historisk set er problematikken med ventilløs pumpning relateret til den biologiske beskriv-
else af blodkredsløbet. I 1859 argumenterede Donders for at hjertet var for svagt til alene
at kunne pumpe blodet rundt i kroppen, og han mente derfor, at vejrtrækningen havde en
indvirkning på blodcirkulationen [Ott03]. Donders var den første, der argumenterede for
eksistensen af ventilløs pumpning på denne måde. I litteraturen henvises der dog ofte til
ventilløs pumpning, som Liebau fænomenet, hvilket stammer fra den tyske læge Gerhart
Liebau, der i 1954 ligeledes foreslog, at blodcirkulationen delvis skulle tilskrives respiratio-
nen. Han mente, at der blev dannet et periodisk overtryk på det kardiovaskulære system,
på et asymmetrisk sted i forhold til selve systemet[Tim05]. Liebau eksperimenterede i 1955
med at samle to stykker slange med forskellig elasticitet og/eller diameter til en torus, for
derefter at pumpe asymmetrisk på dette system.
2.1 Ringsystemet
Den type system som Liebau benyttede, kalder vi for ringsystemet, der typisk består af to
stykker slange med forskellig elasticitet. Slangen fyldes med væske, ofte vand, hvorefter den
lægges vandret inden der trykkes vertikalt på den. Dette tryk vil medføre et flow i begge
retninger, se figur 2.1. Hvis en væskestrøm har konstant hastighed over et tværsnitsareal er
flowet, q, defineret som q = hastighed · areal.
Figur 2.1 Liebaus opstilling, en torus sammensat af to forskellige slanger. Der pumpes asymmetrisk.
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Det har vist sig eksperimentelt, at der for bestemte frekvenser opstår et middelflow i én
bestemt retning, hvor størrelsen og retningen af middelflowet afhænger af frekvensen [Ott03].
Når der i rapporten siges at være et middelflow er det underforstået, at der ikke henvises
til det trivielle tilfælde, hvor middelflowet er lig nul. Middelflowet kan ikke opstå, hvis der
pumpes i et symmetripunkt. Symmetripunktet er et sted på slangen, hvor der er lige lang
vej til grænsen mellem de to typer slange, hvis man følger slangen den ene henholdsvis
den anden vej rundt. Middelflowet kan i praksis detekteres ved at putte farvede plastkugler
med densitet tæt på vands i slangen sammen med vand. Ved at benytte som minimum ét
gennemsigtigt slangestykke kan et middelflow ses som nettostrømmen af plastkugler. Ved
modellering af ringsystemet, ses der ofte bort fra ringens krumning. Dette skyldes, at ringen
modelleres ’udfoldet’, som to rette stykker slange sat sammen, hvor flowet ud af den ene
ende er lig flowet ind i den anden, se figur 2.2.
Figur 2.2 Liebaus opstilling udfoldet. Væskestrømmen ud af den ene slange er lig med væskestrøm-
men ind i den anden slange.
Man har senere udført Liebaus forsøg med forskellige parametre og ændrede opstillinger,
og desuden har man opnået at skabe et teoretisk middelflow i systemet med forskellige
matematiske modelleringer af fænomenet, ofte byggende på Navier Stokes´ ligninger[Pro03].
Det har dog endnu ikke været muligt at klarlægge hvilke mekanismer, der ligger bag
fænomenet.[Tim05]
2.2 Karsystemet
Der er udført adskillige eksperimenter, der minder om Liebaus originale eksperiment, men
en anden måde at undersøge den ventilløse pumpning på, er bl.a gjort i [Tim05], hvor et
karsystem i stedet blev undersøgt, se figur 2.3.
Figur 2.3 Karsystemet. Asymmetrisk pumpning kan medføre vandstandsforskel i de to kar.
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Karsystemet består af to kar med vand, der er forbundet med en elastisk slange. Karrene
er åbne, så der er én atmosfæres tryk på overfladen af væsken i begge kar. Når der pumpes
på slangen med periodisk frekvens opnås der, ved bestemte frekvenser, en vandstandsforskel
mellem de to kar. Denne forskel kan variere i størrelse og fortegn når frekvensen ændres. Ved
én bestemt frekvens opnås altså en trykgradient i én bestemt retning, så vandet strømmer
denne vej, indtil vandstandsforskellen på de to kar er tilstrækkelig stor til, at tyngdekraften
udligner dette tryk. Dette kan kun ske, hvis der ikke trykkes i et symmetripunkt, hvilket
her kun er ét punkt, nemlig det punkt på slangen hvor der er lige stor afstand til de to kar.
Ved karsystemet er observeret flere skift for vandstandsforskellen i de to kar som funktion af
frekvensen[Tim05]. Ved modellering af karsystemet, er det vanskeligt at éndimensionalisere
systemet, som der forsøges i ringsystemet, hvor slangen ’foldes ud’. Dette skyldes, at en
vandstandsforskel i de to kar, der ikke modvirkes af en trykgradient fra pumpen, vil resul-
tere i en tyngdekraftdreven svingning. Der skal således tages højde for en egensvingning
i systemet. En analogi mellem ringsystemet og karsystemet er, at et middelflow i ringsys-
temet er analogt til en vandstandsforskel i karsystemet. Middelflowet i ringsystemet skifter
ligeledes fortegn flere gange ved at benytte frekvenser på 1-20 Hz[Ott03].
Udover de eksperimentelle tilgange til fænomenet har der, som nævnt, også været forskel-
lige tilgange til matematiske modelleringer af systemerne. Navier-Stokes ligninger har of-
test været brugt (se fx [AS00], [Ott03] og [DA04]) men hvorvidt man kan bestemme de
bagvedliggende mekanismer ud fra disse ligninger er der er ikke enighed om[Tim05].
Det er altså et fælles træk for de nævnte metoder, at de ikke har haft succes med at forstå
præcis hvordan de forskellige faktorer medvirker til at generere det skiftende flow.
2.3 Problemfelt
Vi ønsker i denne rapport at undersøge hvilke fænomener der kan føre til et middelflow i en
ny forsøgsopstilling, som vi endnu ikke har set modelleret eller beskrevet i litteraturen, men
som har en klar analogi til karsystemet. Vi opstiller en matematisk model for vandstrømmen
i en cylindrisk elastisk slange med åbne ender, der ligger nedsunket i et kar med vand, se
figur 2.4.
Figur 2.4 Vores opstilling
Middelflowet i slangen skulle fremkomme ved, at der asymmetrisk på vandslangen bliver
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pumpet med en periodisk frekvens. Begrundelsen for, at der skulle forekomme et sådan
middelflow ses i afsnit 3. Vi har valgt at undersøge hvilken af følgende tre karakteristika for
væskestrøm i en elastisk slange, der har den største indflydelse på middelflowet:
• Resistansen, R, der er den indre friktion i væsken
• Inertansen, L, der er væskens modstand mod acceleration
• Kompliancen, C, der er slangens modstand mod trykforøgelse
Disse tre begreber bliver nærmere forklaret i afsnit 5. Det skal dog nævnes, at alle tre faktor-
er er afhængige af radius, og vi forestiller os derfor, at de har en indflydelse på middelflowet,
da denne radius er tidsafhængig, r = r(t), via dens afhængighed af trykket.
Vi ønsker altså at opstille en model hvor alle disse fysiske faktorer afhænger af radius,
hvilket forhåbentlig vil føre til et middelflow. Hvis dette opnås vil vi på skift kun lade enten
resistancen, inertansen eller kompliancen afhænge af radius og undersøge hvilket af disse tre
resultater, der har den største (hvis nogen) betydning for middelflowet. Dette leder os frem
til følgende problemformulering.
2.4 Problemformulering
1) Er det muligt at opstille en simpel matematisk model for ventilløs pumpning, i vores
hypotetiske eksempel, der giver anledning til et middelflow?
2) Er det muligt ud fra den simple matematisk model, at afgøre om det er den radius-
afhængige inertans, resistance eller kompliance, der har den største indflydelse på mid-
delflowet, der opstår ved ventilløs pumpning?
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3 Den tænkte opstilling
Vi har som nævnt valgt at modellere et system, vi endnu ikke har set omtalt i litteraturen.
Systemet består af en åben slange beliggende på bunden af et kar med vand. Dette valg er
truffet ud fra følgende betragtninger, som efterfølgende vil blive argumenteret for:
1. Opstillingen er ikke lavet før, så vi tester samtidig om den ventilløse pumpning teo-
retisk kan fremkomme i vores system.
2. Trykket umiddelbart udenfor enderne af slangen er P0, og denne størrelse kendes.
3. Man kan se bort fra tyngdekraftens påvirkning af systemet
4. Det er ikke nødvendigt at "udfolde"systemet som ved Liebaus originalopstilling
Vores matematiske model udgør et karsystem, der er anderledes end i [Tim05], da der kun
er ét kar, og slangen der pumpes på ligger nede i karret. Slangen i vores system er homogen,
i modsætning til Liebaus originale torussystem, hvor slangen var en sammensætning af
forskelligt materiale eller slangestykker med forskellig diameter. Slangen i vores model lig-
ger på bunden af et vandfyldt kar, og vi antager, at vandoverfladen er stabil, se figur 2.4. Når
der pumpes på slangen mener vi, at der ved bestemte pumpefrekvenser vil kunne observeres
et middelflow, hvilket vi nu vil argumentere for. Vi laver i vores model følgende forenklinger:
1. Pumpningen giver ikke anledning til betydelig turbulens i vandet
2. Vandhøjden i karret er konstant
Vi mener, at punkt 1 kan forsvares med, at pumpen placeres over vandet, hvorfra der går en
tynd, glat pind ned gennem vandet for at trykke på slangen. Dette vil minimere friktionen
mellem vand og pind, og dermed vil vandets bevægelse som følge af pinden minimeres. Hvis
slangen er lille i forhold til karret, kan pumpningen forestilles ikke at have betydning for
vandoverfladen. Vi kender dog ikke vandoverfladens afhængighed af pumpefrekvensen, men
vi antager, at vandoverfladen er så tæt på konstant at være vandret, at trykket lige udenfor
slangen dermed er tilnærmelsesvis konstant. Ved at lave forsøget kunne dette undersøges.
Da der er en konstant mængde vand i karret, hænger punkt 2 sammen med strømningerne i
vandet. I punkt 1 antog vi, at karrets volumen var betydeligt større end volumenet af slan-
gen, og derfor vil den mængde vand der strømmer ind og ud af slangen ikke give anledning
til en vandstandsstigning i karret omkring slangens ender.
vandstanden i karret er altså konstant under pumpning, og der kan drages en parallel til sys-
temet i [Tim05], hvor bestemte pumpefrekvenser var årsag til et middelflow, der blev udlignet
af en vandstandsforskel i de to kar. I vores system kunne man anvende samme type slange
og pumpe som ved karsystemet, og der kan derfor forventes et middelflow ved bestemte
frekvenser. Da der kun er ét kar her, vil dette middelflow ikke modvirkes af en vandstands-
forskel, og derfor kan vi se bort fra tyngdekraftens påvirkning af systemet. Middelflowet i
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systemet kunne dog skabe en cirkulation af vandet i karret, således at et middelflow i slan-
gen i én retning, vil medføre et middelflow i karret rundt om slangen i den modsatte retning.
For at modellere den beskrevne opstilling opdeles slangen i mindre dele kaldet kompart-
ments. Vi vil i det følgende afsnit forklare de grundlæggende principper ved en kompart-
mentmodel, samt gennemgå hvorledes disse principper bliver anvendt i vores model.
3.1 Hvad er en kompartmentmodel?
Kompartmentmodellering er en metode til at modellere mange forskellige fænomener ud fra
en enkel anskuelsesmåde, og på denne baggrund opstille differentialligninger, der beskriver
disse fænomener. Princippet er, at man opdeler et system i et antal »kompartments« dvs.
enheder. Igennem hver af disse respektive enheder er der et flow.
Modellens egenskaber kan så være givet på meget forskellig vis, men har det til fælles, at
flowet kun kan ændres ved definerede mekanismer; der eksisterer altså grundlæggende et
bevarelsesprincip.
Man kan ved hjælp af kompartmentdiagrammer opstille komplicerede modeller men samtidig
beholde et rimeligt overblik, da hvert kompartment i diagrammet kan beskrives ved én eller
flere differentialligninger hvori fx flowet ind og ud af det enkelte kompartment indgår.
Figur 3.1 viser et to-kompartmentssystem, med et flow ind i systemet i kompartment 1 og
et flow ud af systemet ved kompartment 2. Ud fra disse flows kan man opskrive et simpelt
differentialligningssystem, der for eksempel kunne relatere størrelserne ϕ og Q således:
dϕk1
dt
= Qk1ind −Qk1ud/k2ind
dϕk2
dt
= Qk1ud/k2ind −Qk2ud
Figur 3.1 Eksempel på en kompartmentmodel
Det er ofte ikke muligt at løse disse differentialligninger analytisk, og derfor benyttes com-
puterprogrammer, der kan udregne numeriske løsninger, og det anvendte program i dette
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projekt er Matlab. Selve anvendelsen af programmet og opstillingen af ligningerne beskrives
senere i rapporten. Når der anvendes numeriske løsninger kan resultatet variere alt efter
hvilken metode der bliver brugt, og vi vil senere diskutere dette problem i forhold til vores
løsning.
3.2 Vores kompartmentmodel
Vi vil nu forklare hvordan vores kompartmentmodel er bygget op. For at opnå det færreste
antal ligninger deler vi vores system ind i så få kompartments som muligt. En betingelse
ved vores tænkte forsøgsopstilling er, at det skal være muligt at pumpe andre steder end i
enderne af slangen eller omkring et symmetripunkt på slangen. At enderne af slangen skal
have hver sit kompartment skyldes, at der opstår nogle randbetingelser, der vil være nød-
vendige at anvende på to endekompartmenter af slangen. Da pumpning i et symmetripunkt
i andre tilfælde af ventilløs pumpning har vist sig ikke at kunne forårsage et middelflow,
er det nødvendigt at have så mange kompartments til rådighed, at det er muligt ikke at
pumpe i et symmetripunkt, i vores tilfælde midt på slangen. Det er altså nødvendigt at
have minimum 4 kompartments for at kunne modellere vores opstilling. Vi har dog valgt at
benytte 5 kompartments, da vi herved får en mindre grov opdeling af slangen, og samtidig
har mulighed for at undersøge hvorvidt det er nødvendigt at pumpe asymmetrisk. Dette
giver også mulighed for at teste modellen, såfremt der opnås et middelflow. Da der ikke
opnås et middelflow ved pumpning i symmetripunkter for andre systemer med ventilløs
pumpning, er det således heller ikke forventet i dette tilfælde. I vores model har vi valgt at
benytte størrelserne tryk og flow henholdsvis ind og ud af et kompartment samt kompliance,
resistans, inertans og radius. I vores model har alle kompartments samme længde.
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Nedenstående figur viser de 5 kompartments, samt hvor trykket, Pn, og flowet, qn, i det
n’te kompartment måles:
Figur 3.2 Kompartmentmodel af elastisk slange
Det fremgår, at vi regner positivt mod højre. Vi har valgt at definere trykket i midten af
hvert kompartment, imens flowet defineres på randen. Desuden defineres radius af hvert kom-
partment også i midten, i samme x-værdi som trykket. Da vi antager at der ikke forsvinder
væske i slangen på nær i enderne, må der være massebevarelse inde i slangen. Vi betragter en
inkompressibel væske, hvilket medfører volumenbevarelse inde i slangen. Hvis der forsvinder
noget vand fra et kompartment, må det således betyde at der er transporteret en mængde
vand ind i nabokompartmenterne svarende til hvad der var forsvundet fra det oprindelige
kompartment. Ved at benytte betegnelserne illustreret på figuren fås derfor:
dVn
dt
= qn − qn+1 (3.1)
hvor Vn er volumen for kompartment n, qn og qn+1 er flowet fra kompartment n hen-
holdsvis kompartment n + 1, regnet med fortegn efter den angivne akse. Da volumen og
tryk er defineret i midten af kompartmentet medfører ligning 3.1, at kompliancen for hvert
kompartment afhænger af radius i kompartmentet, da Vn−Vn0 = Cn (Pn − Pn,y)(udtrykket
uddybes i afsnit 5.3).
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Det forholder sig anderledes med resistansen og inertansen, da man her betragter flowet
som funktion af trykændringen, (uddybes ligeledes i afsnit 5.1 og 5.2).
Når man skal beskrive tværsnitsarealet, resistansen og inertansen er det nødvendigt at
anvende radius hvor flowet beregnes,rqn. Dette gøres ved at tage gennemsnittet af de to
hosliggende radier. gennemsnitlig radius for de kompartments der ligger til venstre og højre
for det aktuelle flow. Figur 3.3 viser princippet:
Figur 3.3 Vores diskretiserede slange. Radierne beregnes i midten af hvert kompartment, og radius
ved qn beregnes som gennemsnit af højre og venstre kompartment.
Radius ved fx q1 og q2 er således rq1 = r11 og rq2 =
r1+r2
2 .
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4 Væskestrømning
I dette afsnit vil vi give en forklaring på, hvordan en væske udbreder sig gennem en cylinder,
når der opretholdes en konstant trykforskel langs cylinderen. For at vise dette vil vi først
se på en kanal og derefter en cylinder. Til sidst vil vi forklare, hvorledes Reynolds tal har
indvirkning på, hvordan man kan betragte en vandstrøm som værende laminar. Formålet
med kapitlet er at bidrage til forståelsen af en væskens opførsel i en cylinder, da vi jo netop
ønsker at modellere et lignende fænomen, da hver kompartment har cylinderform.
4.1 Newtonsk væske
I vores model anvendes vand, som er en Newtonsk væske. Hvad dette indebærer og hvilke
egenskaber, der ligger bag dette gennemgås her.
I en Newtonsk væske påvirker væskelagene hinanden med en stressfaktor, hvilket vil sige,
at alt væsken bevæger sig langs en akse, men hastigheden varierer i retningen vinkelret på
bevægelsesretningen (se figur 4.1). På figuren er dette illusreret ved, at væsken kun har en
hastighed i x-aksens retning. Størrelsen af denne hastighed varierer i retning af y-aksen.
Hvordan denne hastighed varierer betegnes som hastighedsprofilen, u(y). På tværs af et
Figur 4.1 Skematisk diagram der viser stresspåvirkningen i en væske gennem planet AB på grund
af en hastighedsændring u(y).
plan vinkelret på y-aksen (AB) vil der være en stresspåvirkning. Den væske, der bevæger
sig hurtigt lige over planet vil trække væsken nedenunder fremad, samtidig vil væsken,
der bevæger sig langsomt lige under planet trække væsken ovenover tilbage. Dette stress
kaldes viskøs påvirkning. I en Newtonsk væske er dette stress, τ , direkte proportional med
hastighedsgradienten:
τ = µ
du
dy
(4.1)
Hvor µ er viskocitetskoefficienten (også bare kaldet viskociteten) af en given væske. Viskociteten
udtrykker væskens indre modstand mod bevægelse. Viskociteten angives i tryk gange tid
og er for vand 0,001 Pa · s. En anden måde at definere en Newtonsk væske er, at det er en
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væske med konstant viskocitet. I denne sammenhæng betyder konstant, at viskociteten ikke
afhænger af hastighedsgradienten.
4.2 Vandstrøm gennem en rigid kanal
Vi vil her betragte en vandret kanal med længden l og bredden 2a. Vandet bevæger sig
langs x-aksen, grundet trykforskellen i de to ender af kanalen, hvor P1 > P2. Koordinatsys-
temet lægges således, at x-aksen går gennem midten af kanalen langs strømningsretningen
og y-aksen ligger langs kanalens bredde med nulpunkt midt i kanalen (se figur 4.2). Det
Figur 4.2 Væskestrømningen gennem en kanal
er observeret at hastigheden af vandet helt op til kanten af en kanal er nul, den såkaldte
“no-slip condition“. Hastigheden af vandet u som bevæger sig i x-aksens retning skal være
nul for y = ±a.
For at give et bud på hastighedsprofilen u(y) må vi antage en stationær hastighedsprofil i
x-aksens retning. Trykket ændrer sig ligeligt ned gennem røret, hvilket betyder, at trykgra-
dienten er den samme uafhængigt af x. Dette er plausibelt, da trykfaldet over cylinderen er
konstant.
Lad os nu betragte de kræfter der virker på et lille element i væsken, med sidelængderne
δx, δy og δz, se figur 4.3.
Figur 4.3 Det betragtede element
På dette element virker der to forskellige kræfter, de viskøse kræfter og de kræfter trykgra-
dienten medfører. De viskøse kræfter er nettoforskellen i det viskøse stress på hver side af
elementet ganget med arealet. Nettokraften forårsaget af det viskøse stress på elementet er
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derfor givet ved:
Fvisk = Fvisk, y+δy − Fvisk, y
Da den viskøse kraft er lig det viskøse stress gange arealet hvorpå det virker fås
Fvisk = dA · τy+δy − dA · τy = (τy+δy − τy) · dA
Da arealet hvorpå stresset virker er vinkelret på y-aksen gælder dA = δx·δz. Ved indsættelse
af dette samt udtrykket for det viskøse stress (se ligning 4.1) fås:
Fvisk =
[
µ
(
∂u
∂y
)
y+δy
− µ
(
∂u
∂y
)
y
]
δxδz
Her kan µ sættes udenfor parentes:
Fvisk =
[(
∂u
∂y
)
y+δy
−
(
∂u
∂y
)
y
]
µδxδz (4.2)
Hvis vi antager at ∂u∂y er en differentiabel funktion, kan differentialkoefficienten opskrives
som:
lim
δy→0
(
∂u
∂y
)
y+δy
−
(
∂u
∂y
)
y
δy
=
∂
∂y
(
∂u
∂y
)
For små δy tilnærmes funktionsdifferensen med differentialkoefficienten gange med δy, så vi
får (
∂u
∂y
)
y+δy
−
(
∂u
∂y
)
y
= δy · ∂
∂y
(
∂u
∂y
)
Dette indsættes i (4.2):
Fvisk = µ
(
∂2u
∂y2
)
δxδyδz
I dette tilfælde, hvor u kun afhænger af y, kan dette skrives som:
Fvisk = µ
(
d2u
dy2
)
δxδyδz (4.3)
Fra hastighedsprofilen (se figur 4.2) eller fra den fysiske viden om, at viskøse kræfter mod-
sætter sig et flow, må d2udy2 være negativ.
Da trykket som funktion af x er en differentiabel funktion, kan differensen Px − Px+δx
som før tilnærmes ved differentialkvotienten af P ganget med δx. Nettokraften på det lille
element forårsaget af trykforskellen er dermed givet ved:
Ftryk = [Px − Px+δx] δyδz = −
(
∂P
∂x
)
δxδyδz (4.4)
For små δx, hvor Px angiver trykket ved et givent x. Trykkraften per volumen kan skrives
som:
Ftryk
δxδyδz
= −∂P
∂x
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Da trykket kun varierer med hensyn til x fås:
−∂P
∂x
= −dP
dx
(4.5)
Da vi har defineret trykgradienten til at være konstant i x-aksens retning ses det at:
−dP
dx
=
P1 − P2
l
(4.6)
Hvor G defineres som:
P1 − P2
l
= G (4.7)
Dermed fås for udtrykket af Ftryk jvf ligning 4.4, 4.5, 4.6, 4.7:
Ftryk = G · δxδyδz (4.8)
Vi regner på systemet, når der er opnået konstant hastighed for en given y-værdi, dvs. hvert
element i væsken bevæger sig med konstant hastighed gennem kanalen, og med konstant
afstand til kanalens midterakse. Impulsen af et væskeelement er dets masse gange dets
hastighed. Da hastigheden og massen af et givent elements ikke ændres, er dets impuls
konstant. Newtons 2. lov kan skrives som
Fres =
d
dt
(mu)
Da et vilkårligt element i væsken har konstant impuls må den resulterende kraft på elementet
være lig nul:
Fres = Ftryk + Fvisk = 0
Ved at indsætte udtrykkene for Fvisk og Ftryk fra ligning 4.3 og 4.8 og dividere med volumet
δxδyδz fås udtrykket for at den samlede kraft pr. volumen skal være nul:
G+ µ
d2u
dy2
= 0⇒ µd
2u
dy2
= −G (4.9)
Ved integration fås: ∫
d2u
dy2
dy =
∫
−G
µ
dy ⇒
du
dy
=
G
µ
y +K1
(4.10)
Dette udtryk integreres igen for at bestemme u (y):∫
du
dy
dy =
∫
−G
µ
y +K1 dy ⇒
u (y) = − G
2µ
y2 +K1y +K2
(4.11)
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Hvor K1 og K2 er konstanter, der kan fastlægges ud fra „no-slip betingelsen“, hvilket giver
grænsebetingelserne u = 0 for y = ±a. Derved kan u (y) udtrykkes som:
u(y) =
G
2µ
(
a2 − y2) (4.12)
Ved at indsætte udtrykket for G fra ligning 4.7 fås:
u (y) =
P1 − P2
2µ · l
(
a2 − y2) (4.13)
Dette betyder at hastighedsprofilen af væsken i en kanal har form som en parabel med den
største hastighed midt i kanalen og hastigheden nul ved kanterne, som illustreres på figur 4.2.
4.3 Væskestrømning i en cylinder
Væskeflowet i en cylinder er en kende mere kompliceret på grund af cylinderens geometri.
Vi betragter igen en situation hvor hastighedsprofilen er uafhængig af x. På figur 4.4 ses
Figur 4.4 Tværsnit af væskestrøm i en cylinder
et tværsnitsareal af en cylinder, hvor væsken strømmer i retningen normalt til papiret.
Hastighedsprofilen er nu en funktion af radius u(r). Vi betragter det lille element, der er
skraveret på figur 4.4, hvor δx er længden af elementet vinkelret til papiret. Den viskøse
kraft på elementet er nu en smule forskellig fra den i kanalen, da der er en forskel imellem
arealerne på hver side af elementet i retning af stigende radius. Den netto viskøse kraft, er
givet ved arealet ganget med stresset på den ene side minus stresset på den anden side af
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elementet, i retning af voksende radius:
Fvisk = µδxδϕ
(
r
∂u
∂r
)
r+δr
− µδxδϕ
(
r
∂u
∂r
)
r
= µδxδϕ
[(
r
∂u
∂r
)
r+δr
−
(
r
∂u
∂r
)
r
]
= µδxδϕ
[
r
(
∂u
∂r
)
r
+
∂
∂r
(
r
∂u
∂r
)
r
δr − r
(
∂u
∂r
)
r
]
⇔
Fvisk = µ
∂
∂r
(
r
∂u
∂r
)
r
δrδxδϕ
(4.14)
Ved trejde lighedstegn er benyttet en førsteordens Taylorapproximation, hvorfor der strengt
taget ikke gælder et lighedstegn men et ’svarer til’. Fvisk kan i dette tilfælde, hvor u kun
afhænger af r kan skrives som:
Fvisk = µ
d
dr
(
r
du
dr
)
δrδxδϕ (4.15)
Da kraften fra trykket kun afhænger af x, er den som før givet ved:
Ftryk = [Px − Px+δx] rδϕδr (4.16)
hvilket i dette tilfælde bliver:
Ftryk = −
(
dP
dx
)
rδxδϕδr (4.17)
Som ved væskestrømningen gennem kanalen, antages trykgradienten uafhængig af x så
ligning 4.7 gælder. Dermed kan Ftryk udtrykkes som (ud fra ligning: 4.6, 4.7 og 4.17)
Ftryk = G · rδxδϕδr (4.18)
Som før er hastigheden af et væskeelement for en given y-værdi konstant gennem cylinderen.
Derfor er dens impuls konstant og den resulterende kraft er nul. Dermed skal netto kraften
per volumen på hele systemet være nul. Det må derfor gælde at:
Fvisk + Ftryk = 0
Indsættes udtrykkene for Fvisk og Ftryk fra ligning 4.15 og 4.18 fås
µ
d
dr
(
r
du
dr
)
δxδϕδr +G · rδxδϕδr = 0
og divideres med δxδϕδr fås:
µ
d
dr
(
r
du
dr
)
+Gr = 0⇔ d
dr
(
r
du
dr
)
=
−Gr
µ
(4.19)
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Dette udtryk integreres med hensyn til r:∫
d
dr
(
r
du
dr
)
dr =
∫
−G
µ
r dr ⇒
r
du
dr
= − G
2µ
r2 +K3 ⇔
(4.20)
For r 6= 0 kan der divideres med r på begge sider og bagefter integreres, hvorved vi får:∫
du
dr
dr =
∫
− G
2µ
r +
K3
r
dr ⇒
u (r) = − G
4µ
r2 +K3 ln (r) +K4
(4.21)
Hvor K3 og K4 er integrationskonstanter. Ud fra en betragtning om, at hastigheden ikke
må blive uendelig høj, ved r → 0 kan man se at K3 skal være nul. Når vi ydermere benytter
begyndelsesbetingelserne u = 0 for r = a, ’no slip’ betingelsen, bestemmes K4 til at være
G
4µa
2. Udtrykket for væskestrømningen i en cylinder som funktion af radius er derfor givet
ved:
u(r) =
G
4µ
(
a2 − r2) (4.22)
Ved at indsætte udtrykket for G fra ligning 4.7 fås
u (r) =
P1 − P2
4µl
(
a2 − r2)
Dermed er den maksimale hastighed i røret udtrykt ved:
umax =
P1 − P2
4µl
a2 (4.23)
4.4 Middelflow
I vores model for slangesystemet er det benyttet, at til ethvert tværsnit af slangen er
hastigheden af væsken i slangen entydig. Dette kommer til udtryk ved, at u er entydig
for en given x-værdi. Da hastighedsprofilen netop varierer med radius af slangen, er denne
antagelse imidlertid forkert. Nogle steder har folk forsøgt at argumentere for, at en flad
hastighedsprofil kan tilnærme den paraboloide hastighedsprofil godt i tilfælde af visse di-
mensioner for slangen og viskocitet for væsken. En anden mulighed er i stedet at betragte et
gennemsnit af væske der passerer et tværsnitsareal af slangen. Ved et flow gennem en cylin-
der forårsaget af en konstant trykgradient kan dette udregnes. Dette gøres ved at udregne
integralet af hastigheden gennem tværsnitsarealet og bagefter dividere med tværsnitsarealet.
ugns =
1
pir2
∫
A
u (r′) dA (4.24)
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Dette regnes lettere ud ved at skifte til polære koordinater
ugns =
1
pir2
∫ 2pi
0
dθ
∫ r
0
u (r′) · r′ dr′ (4.25)
Her betegner r′ afstanden fra symmetriaksen og ud til punktet, mens r som tidligere er radius
af slangen. Ved at indsætte udtrykket for u som funktion af afstanden til symmetriaksen
fås:
ugns =
1
pir2
∫ 2pi
0
dθ
∫ r
0
G
4µ
(
r2 − r′2) · r′ dr′
=
G
4µpir2
∫ 2pi
0
dθ
∫ r
0
r2 · r′ − r′2 · r′ dr′
=
G
4µpir2
∫ 2pi
0
[
1
2
r2 · r′2 − 1
4
r′4
]r
0
dθ
=
G
4µpir2
∫ 2pi
0
1
2
r4 − 1
4
r4dθ
=
G
4µpir2
∫ 2pi
0
1
4
r4dθ
=
Gr4
16µpir2
∫ 2pi
0
dθ
=
Gr2
16µpi
· 2pi ⇐⇒
ugns =
Gr2
8µ
(4.26)
4.5 Reynolds tal
Hvis en væskestrøm beskrives som i ovenstående afsnit, hvor vandpartiklerne kun bevæger
sig på aksen langs strømningsretningen, siges væskestrømmen at være laminar. Men som vi
skal se i dette afsnit kræver dette, at væsken ikke bevæger sig for hurtigt i forhold til radius
af et givent rør. Hvis væsken bevæger sig hurtigt i forhold til radius af røret, opstår der
turbulens og strømningen ophører med at være laminar. Reynolds tal er et dimensionsløst
tal, der giver et mål for om væskestrømningen er turbulent. For et rør er tallet givet som:
Re =
ρugnsd
µ
(4.27)
Hvor ρ angiver væskens densitet, som for vand er 1000 kgm3 , ugns er gennemsnitshastigheden
af væsken gennem røret, d = 2r er diameteren af røret og µ er væskens viskocitet[Tri88].
Man arbejder med et kritisk Reynolds nummer, Rekr. Hvis værdien af Reynolds nummeret
er mindre end denne kritiske værdi, strømmer væsken laminart. Er Reynolds nummeret
større end Rekr er det usikkert hvorvidt strømmen er laminar, da dette også afhænger af
rørets indre overflade, samt hvorledes væsken strømmer ind i røret. For væskestrøm i et rør
er der laminart flow hvis Reynolds nummeret er mindre end 2300 [Gra95]. Ud fra ligning
4.27, ses det, at desto højere middelhastighed desto større en viskocitet skal væsken have
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for at strømningen er laminar. Man ved dog at store værdier af Reynolds tal er en garanti
for et turbulent flow.
Vi har i dette kapitel betragtet en rigid cylinder, der ikke har mulighed for at ændre volu-
men. Desuden har vi udelukkende beskæftiget os med væskestrømme der ikke har ændret
retning eller hastighed. Vi mener at principperne der er gennemgået i dette kapitel giver
en øget forståelse af vands opførsel i en cylinder, selvom det beskrevne ikke er helt i ov-
erensstemmelse med fænomenerne i vores model. Vi vil i næste afsnit udlede et udtryk for
trykforskellen over et væskeelement ud fra den betragtning, at der udelukkende er én kraft
der modvirker drivkraften fra trykforskellen, nemlig gnidningsmodstanden mellem væskela-
gene i et givent væskeelement.
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5 Resistans, Inertans og Kompliance
Formålet med dette afsnit er at beskrive og forklare de fysiske og matematiske principper bag
resistansen, inertansen og kompliancen. Disse tre størrelser er afgørende i vores matematiske
model, da de afhænger af trykforskellen og modstanden ved væskestrømninger. Desuden er
de afhængige af radius i cylinderen, og radius af slangen afhænger af tiden via trykket så
r = r(t). Da definitionen på et flow, q, er hastigheden gange tværsnitsarealet i punktet,
hvor hastigheden måles, q = uA, og da både hastigheden og tværsnitsarealet er funktioner
af tiden, er q = q(t).
5.1 Resistans
Hvis vi betragter et vandelement, som på figur 5.1, er der trykforskellen P1 − P2 over ele-
mentet, hvor P2 < P1. Denne trykforskel driver væsken mod højre.
Figur 5.1 Vandelementet i cylinderen har længden lx, radius r, og der er trykforskellen P1 − P2
over elementet
Når væsken flyder er der en gnidningsmodstand imellem hvert væskelag samt mod cylin-
derens vægge. Sammenhængen mellem denne modstand og trykforskellen er[Mos04]:
P1 − P2 = Rq (5.1)
hvor R er geometriafhængig. Vi benytter den gennemsnitlige hastighed i cylinderen, og vi
kan derfor benytte, at den gennemsnitlige vandhastigh som funktion af radius er konstant,
du(r)
dr = 0. Det er vist af [Rid91], at modstanden R ved et flow uden acceleration (steady-
state) kan for et rør approksimeres til at være
R =
8µlx
pir4
(5.2)
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I ligning 5.2 er lx længden af vandelementet, r cylinderens radius og µ er væskens viskositet.
Modstanden kaldes Poiseuilles modstand. Indsættes denne i ligning 5.1 fås følgende udtryk
for trykforskellen:
P1 − P2 = Rq = 8µlx
pir4
q (5.3)
Hvis vi antager, at denne gnidningskraft er den eneste kraft der bremser væskestrømmen,
kan vi skrive Newtons 2. lov for elementet:
Fres =
d
dt
(mu) = (P1 − P2)A−RqA (5.4)
Når vi dividerer med arealet, får vi:
Fres
A
=
1
A
d
dt
(mu) = P1 − P2 −Rq (5.5)
Det skal bemærkes, at dette R er udtrykket for modstanden i en uendelig lang homogen
cylinder med en konstant trykgradient. I vores model, selvom disse kriterier ikke er opfyldt,
ønsker vi at approximere modstanden af væskens flow, mod slangevægen, med dette udtryk
for modstanden.
5.2 Inertans
For at løse ligning 5.5 udnytter vi, at massen af væske-elementet der betragtes, kan skrives
som:
m = ρAlx (5.6)
Her er ρ densiteten af væsken, som er konstant da den er inkompressibel og temperaturen
regnes for at være konstant. A er tværsnitsarealet af elementet og lx er igen længden af
elementet. Vi ved fra tidligere at, u = qA . Vi kan nu skrive den resulterende kraft pr. areal
ved at indsætte 5.6 i 5.5:
Fres
A
=
1
A
d
dt
(
ρAlx
q
A
)
=
1
A
d
dt
(ρlxq) =
ρlx
A
dq
dt
(5.7)
Koefficienten ρlxA kaldes for inertansen, L.
L =
ρlx
A
=
ρlx
pir2
(5.8)
Indsættes dette i ligning 5.7 fås:
Fres
A
= L
dq
dt
(5.9)
Ved at indsætte 5.9 i 5.5 får vi den samlede bevægelsesligning for væskeelementet:
L
dq
dt
= (P1 − P2)−Rq (5.10)
Hvis vi isolerer trykforskellen, får vi:
P1 − P2 = Rq + Ldq
dt
(5.11)
Såfremt cylinderen betragtes som værende elastisk vil man, når trykket i cylinderen ændres
se en ændring af volumen. Dette fænomen hænger sammen med slangens kompliance, hvilket
beskrives i næste afsnit.
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5.3 Kompliance
Et givet materiales kompliance, C, er defineret som det reciprokke af dets elasticitet, E.
Trykændringen i slangen som følge af en volumenændring er slangens elasticitet
E =
dPr
dV
(5.12)
Det er vigtigt at bemærke, at Pr angiver den transmurale trykforskel, forskellen mellem
trykket inde i og uden for slangen, og ikke trykforskellen langs x-aksen (se figur 5.1):
Pr = Pindre − Pydre (5.13)
I ligning 5.12 antages det som sagt, at der opstår en trykændring ved at ændre volumenet
af slangen og omvendt. I vores model skabes der også en trykforskel, og denne trykforskel
fører til en volumenændring af slangen. Kompliancen defineres som
C =
1
E
=
dV
dPr
(5.14)
Ved stor kompliance ændres volumenet meget ved en lille trykforskel, hvilket samtidigt be-
tyder, at slangens elasticitet er lille. Derimod kan en slange med høj elasticitet tåle store
trykforskelle uden voldsomme volumenændringer til følge og må derfor siges at være elastisk.
For at finde et udtryk for kompliancen antager vi, at Hooke’s lov gælder for små deforma-
tioner af slangens væg [Noo78, s.112]. Hooke’s lov siger, at forholdet mellem stress, σ, og
strain, ε, er konstant, og givet ved Youngs modul, Ey
stress
strain
=
σ
ε
= Ey (5.15)
hvor strain er forholdet mellem ændringen i omkreds af et elastisk materiale og dets hvileomkreds
som følge af en stresspåvirkning. Da omkredsen er proportional med radius bliver strain lig
med ændringen i radius, ∆r, under antagelse af volumenbevarelse i slangevæggen:
ε =
∆r
r0
, hvor ∆r = r − r0 (5.16)
Stress er den tangentielle kraftpåvirkning, Fe, pr. areal, slangevæggen udsættes for.
σ =
Fe
A
=
Fe
h ·∆z (5.17)
hvor h er tykkelsen af slangevæggen og ∆z er et stykke af slangens længde på z-aksen, der
er normalt til papiret. Figur 5.2 viser et udsnit af slangen med radius r, hvor vi betragter
et linjesegment dθ. Hooke’s lov opstilles udfra ligning 5.15, 5.16 og 5.17. Fra ligning 5.17
kender vi Fe:
Fe = Aσ (5.18)
Fra ligning 5.15 kendes σ
σ = εEy (5.19)
Hvis vi indsætter ligning 5.19 i ligning 5.18, får vi:
Fe = AεEy (5.20)
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Figur 5.2 Tværsnit af slangen, med z-aksen normalt til papiret.
Indsættes ε fra ligning 5.16, fås:
Fe =
∆r
r0
EyA (5.21)
Vi udnytter, at arealet kan skrives som A = h∆z:
Fe =
∆r
r0
Eyh∆z (5.22)
Vi er interesserede i at finde et udtryk for Fe, som er den tangentiale kraft. Udfra symmetri-
betragtninger ses det, at den tangentielle kraft er identisk i både x-aksen og y-aksen. Vi
betragter slangen for y ≥ 0 og definerer den tangentielle kraft i y-aksens retning til at være
Fe i punkterne (r, 0) og (−r, 0). Denne kraft er den som den nedre cirkelhalvdel udøver på
den øvre. Da systemet betragtes som værende i ligevægt ved vi, at den tangentielle kraft i
y-aksens retning, skal modsvares af kraften, der stammer fra det transmurale tryk i y-aksens
retning, dFud,y, den radiale udadrettede kraft på elementet, ∆zrdθ. dFud er givet ved:
dFud = ∆Pr∆zrdθ (5.23)
Bemærk at ∆Pr = Pr − Pr0 , hvortil der hører et ∆V = V − V0. rdθ er buestykket, ∆z er
længden af slangen, multiplummet af disse er arealet, hvor den transmurale trykforskel ∆Pr
virker med kraften dFud. Ud fra ligning 5.23 og figur 5.2 må dFud,y derfor være givet ved:
dFud,y = ∆Pr∆zrdθsinθ (5.24)
For at finde den samlede kraft Fud,y på den øvre halvcirkel integreres ligning 5.24 fra 0 til
pi, hvilket sættes lig med 2Fe, da kraften Fe virker i begge ender og denne netop modsvarer
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den integrerede udadrettede kraft stammende fra det transmurale tryk.
2Fe =
pi∫
0
dFud,y
= ∆Prr∆z
pi∫
0
sin θdθ ⇔
Fe = ∆Prr∆z (5.25)
Vi sætter dette udtryk lig med det udtryk vi havde for Fe i ligning 5.22, hvilket fører os
frem til at:
∆Pr∆zr =
∆r
r0
Ey · h ·∆z ⇔
∆Pr
∆r
=
Ey · h
r · r0 (5.26)
Da vi antager volumenbevarelse af slangevæggen, må det gælde at:
hr = h0r0 ⇔ h = h0r0
r
(5.27)
indsættes dette i 5.26 opnås
∆Pr
∆r
=
Eyh0
r2
⇔
∆r
∆Pr
=
r2
Eyh0
(5.28)
Desuden ved vi per definition, da V = pi∆zr2, at:
∆V = pi∆z
(
r2 − r20
)⇔
∆V = pi∆z∆r (r0 + r) (5.29)
Vi kan så kombinere 5.28 og 5.29 for at finde et udtryk for ∆V∆Pr
∆V
∆Pr
=
∆V
∆r
∆r
∆P
⇔
∆V
∆Pr
=
pi∆z∆r (r + r0)
∆r
r2
Eyh0
⇔
∆V
∆Pr
=
pi∆z
Eyh0
(
r3 + r0r2
)
(5.30)
Vi ønsker efterfølgende at approximere udtrykket i ligning 5.30 med ydtrykket for kompli-
ancen i ligning 5.14.
C =
dV
dPr
≈ ∆V
∆Pr
=
pi∆z
h0Ey
(
r3 + r0r2
)
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Dette kan være en grov tilnærmelse da ∆V og ∆Pr ikke behøver være infinitisemale. Vi
vælger dog alligevel at benytte dette udtryk for kompliancen i vores model:
C =
pi∆z
h0Ey
(
r3 + r0r2
)
(5.31)
I de ovenstående ses det, at R, L og C er afhængige af radius i slangen, hvorfor disse kunne
tænkes ikke at være konstante under pumpning.
Et andet udtryk, hvor kompliancen indgår, er kendt fra [MSO05]
Vn − Vn,0 = Cn(Pn − Pn,y) (5.32)
Ligningen udtrykker sammenhængen mellem tryk og volumen for det n’te kompartment.
Pn,y er trykket udenfor kompartmentet, mens Pn er trykket inde i kompartmentet. Dermed
er Pn−Pn,y den transmurale trykforskel. Vn,0 er volumenet af slangen når den transmurale
trykforskel er nul. Vn er volumenet af kompartmentet. Ligningen udtrykker, at forskellen
mellem hvilevolumenet og det aktuelle volumen af et kompartment af slangen er lig med
kompliancen gange med den transmurale trykforskel.
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6 Modellen
Vi vil i de følgende afsnit gennemgå vores model, og så vidt muligt forklare alle trin i
processen i udviklingen fra en simple model til en mere komplicerede. I afsnittene kobles
teorien omkring inertans, resistans og kompliance i én cylinder til et system af cylindriske
kompartments.
6.1 Jævn hastighed
Figur 6.1 viser vores slange, opdelt i fem kompartments: Vi har i afsnit 3 beskrevet hvorledes
Figur 6.1 Vandslangen er delt op i 5 kompartments
det er nødvendigt at bruge tværsnitsarealet i det punkt hvori flowet beregnes, hvilket er midt
imellem to radier. Tryk og radius beregnes i samme punkt, hvilket er i midten af hver kom-
partment. Når sammenhængen mellem Poiseuilles modstand, flow og tryk opstilles, skal man
bruge radius hvor qn måles, hvilket vi tilnærmer ved at tage gennemsnittet af rn og rn+1. Vi
betragter nu flowet som værende ikke-accelererende, og derfor beskriver sammenhængen i
ligning 5.1 flowet: qn = Pn−Pn+1Rn . I kompartment 1 og 5 bliver trykforskellen hhv. P0−P1 og
P5−P0, da trykket umiddelbart udenfor slangen er P0. På figur 6.1 ses det hvor tryk og flow
beregnes, og ud fra dette kan det ses, at man i udtrykket for modstanden, R, i endestykkerne
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skal bruge den halve kompartmentlængde, ∆x2 . Dermed bliver ligningssystemet:
q1 =
P0 − P1
R1
, R1 =
8µ 12∆x
pir41
q2 =
P1 − P2
R2
, R2 =
8µ∆x
pi( r1+r22 )
4
q3 =
P2 − P3
R3
, R3 =
8µ∆x
pi(pir2+r32 )
4
q4 =
P3 − P4
R4
, R4 =
8µ∆x
pi( r3+r42 )
4
q5 =
P4 − P5
R5
, R5 =
8µ∆x
pi( r4+r52 )
4
q6 =
P5 − P0
R6
, R6 =
8µ 12∆x
pir45
(6.1)
Vi har i ligning 3.1 et udtryk for volumenændringen i hvert kompartment som funktion af
flowet ind og ud, dVndt = qn − qn+1. I vores kompartment model betyder denne ligning, at
den mængde væske der fx strømmer til højre ud af kompartment 1 er lig den mængde væske
der strømmer ind i kompartment 2 fra venstre. Vi opstiller ligningen for alle kompartments
og får følgende ligningssystem:
dV1
dt
= q1 − q2
dV2
dt
= q2 − q3
dV3
dt
= q3 − q4
dV4
dt
= q4 − q5
dV5
dt
= q5 − q6
(6.2)
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Hvis vi indsætter vores udtryk for flowet, ligningssystem 6.1, i ligningerne i 6.2, får vi
følgende sammenhæng mellem volumenændring og tryk:
dV1
dt
=
P0 − P1
R1
− P1 − P2
R2
dV2
dt
=
P1 − P2
R2
− P2 − P3
R3
dV3
dt
=
P2 − P3
R3
− P3 − P4
R4
dV4
dt
=
P3 − P4
R4
− P4 − P5
R5
dV5
dt
=
P4 − P5
R5
− P5 − P0
R6
(6.3)
For at kunne løse disse differentialligninger skal vi have et nyt sæt ligninger der utrykker
trykket som funktion af volumenet. Her kan vi anvende komplianceligningen 5.32, og isolere
trykket i det n’te kompartment, Pn:
Vn − Vn,0 = Cn(Pn − Pn,y)
Her kan Pn isoleres:
Pn =
(Vn − Vn,0)
Cn
+ Pn,y (6.4)
Hvis vi kombinerer dette udtryk for Pn og ligningssystemet 6.3, får vi:
dV1
dt
=
P0 − ( (V1−V1,0)C1 + P1,y)
R1
− (
(V1−V1,0)
C1
+ P1,y)− ( (V2−V2,0)C2 + P2,y)
R2
dV2
dt
=
( (V1−V1,0)C1 + P1,y)− (
(V2−V2,0)
C2
+ P2,y)
R2
− (
(V2−V2,0)
C2
+ P2,y)− ( (V3−V3,0)C3 + P3,y)
R3
dV3
dt
=
( (V2−V2,0)C2 + P2,y)− (
(V3−V3,0)
C3
+ P3,y)
R3
− (
(V3−V3,0)
C3
+ P3,y)− ( (V4−V4,0)C4 + P4,y)
R4
dV4
dt
=
( (V3−V3,0)C3 + P3,y)− (
(V4−V4,0)
C4
+ P4,y)
R4
− (
(V4−V4,0)
C4
+ P4,y)− ( (V5−V5,0)C5 + P5,y)
R5
dV5
dt
=
( (V4−V4,0)C4 + P4,y)− (
(V5−V5,0)
C5
+ P5,y)
R5
− (
(V5−V5,0)
C5
+ P5,y)− P0
R6
(6.5)
I de ovenstående ligninger er det ydre tryk, Pn,y, lig med P0 i alle kompartments, bortset
fra det kompartment hvorpå der pumpes. Endvidere er hvilevolumenet Vn,0 konstant og ens
for alle kompartments. Vi har nu et system af differentialligninger der kan løses. I afsnit
5.1 udledte vi dog ligning 6.1 for et vandelement der havde jævn hastighed, og derfor ikke
ændrede sin bevægelse. Derfor mener vi ikke, at ligningerne i 6.5 kan beskrive et varierende
flow. I næste afsnit skriver vi ligningerne for et flow hvori der er medregnet acceleration.
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6.2 Varierende hastighed
Trykfaldet over et accelererende vandelement blev beskrevet i afsnit 5.2, og udtrykkes ved
ligning 5.11 som:
Pn − Pn+1 = Rnqn + Ln dqn
dt
Hvor
Ln =
ρlx
pir2n
Denne størrelse er knyttet til det n’te flow, hvor lx angiver længden af det betragtede
element. Derfor må lx for q1 og q6 være ∆x2 , hvor ∆x er længden af de enkelte kompartments.
Desuden er r for disse flows hhv. r1 og r5. Begge disse størrelser kan aflæses af figur 6.1.
Inertansen for de resterende flows udnytter at lx = ∆x og at radierne er et gennemsnit af rn
og rn+1. Vi har i afsnit 3 beskrevet hvorledes radius, kompartmentlængde og flows beregnes,
og henviser derfor til dette afsnit. Vi kan nu skrive denne ligning op for alle flows:
P0 − P1 = R1q1 + L1 dq1
dt
P1 − P2 = R2q2 + L2 dq2
dt
P2 − P3 = R3q3 + L3 dq3
dt
P3 − P4 = R4q4 + L4 dq4
dt
P4 − P5 = R5q5 + L5 dq5
dt
P5 − P0 = R6q6 + L6 dq6
dt
(6.6)
Hvor inertanserne og resistanserne er (jævnfør tidligere overvejelser om radius og kompart-
mentlængde):
L1 =
ρ 12∆x
pir21
, R1 =
8µ12∆x
pir41
L2 =
ρ∆x
pi
(
r1+r2
2
)2 , R2 = 8µ∆xpi( r1+r22 )4
L3 =
ρ∆x
pi
(
r2+r3
2
)2 , R3 = 8µ∆xpi(pir2+r32 )4
L4 =
ρ∆x
pi
(
r3+r4
2
)2 , R4 = 8µ∆xpi( r3+r42 )4
L5 =
ρ∆x
pi
(
r4+r5
2
)2 , R5 = 8µ∆xpi( r4+r52 )4
L6 =
ρ 12∆x
pir25
, R6 =
8µ 12∆x
pir45
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Omregning til radius
Ved at bruge komplianceligningen (ligning 5.32) kan vi omskrive trykkene på venstre side af
ligningssystem 6.6 til volumen, men først skriver vi hvilevolumenet for hvert kompartment:
Vn,0 = ∆xpir2n,0
Da alle kompartments har samme længde og hvileradius, er
V0 = V1,0 = V2,0 = V3,0 = V4,0 = V5,0
Ved at bruge ligning 6.4:
Pn =
(Vn − Vn,0)
Cn
+ Pn,y
kan man skrive trykforskellen, hvilket er venstre side af ligningssystem 6.6, som:
P0 − P1 = P0 − V1 − V0
C1
− P1,y
P1 − P2 = V1 − V0
C1
− V2 − V0
C2
+ P1,y − P2,y
P2 − P3 = V2 − V0
C2
− V3 − V0
C3
+ P2,y − P3,y
P3 − P4 = V3 − V0
C3
− V4 − V0
C4
+ P3,y − P4,y
P4 − P5 = V4 − V0
C4
− V5 − V0
C5
+ P4,y − P5,y
P5 − P0 = V5 − V0
C5
+ P5,y − P0
Ved at benytte, at volumenet af det n´te kompartment er relateret til radius af det n´te
kompartment ved:
Vn = ∆xpir2n
fås trykforskellene udtrykt ved radius:
P0 − P1 = −∆xpir
2
1 − V0
C1
+ P0 − P1,y
P1 − P2 = ∆xpir
2
1 − V0
C1
− ∆xpir
2
2 − V0
C2
+ P1,y − P2,y
P2 − P3 = ∆xpir
2
2 − V0
C2
− ∆xpir
2
3 − V0
C3
+ P2,y − P3,y
P3 − P4 = ∆xpir
2
3 − V0
C3
− ∆xpir
2
4 − V0
C4
+ P3,y − P4,y
P4 − P5 = ∆xpir
2
4 − V0
C4
− ∆xpir
2
5 − V0
C5
+ P4,y − P5,y
P5 − P0 = ∆xpir
2
5 − V0
C5
+ P5,y − P0
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Hvis vi sætter højresiden i ovenstående ligninger lig med højresiden i ligningssystem 6.6, får
vi for alle kompartments:
−∆xpir
2
1 − V0
C1
+ P0 − P1,y = R1q1 + L1 dq1
dt
∆xpir21 − V0
C1
− ∆xpir
2
2 − V0
C2
+ P1,y − P2,y = R2q2 + L2 dq2
dt
∆xpir22 − V0
C2
− ∆xpir
2
3 − V0
C3
+ P2,y − P3,y = R3q3 + L3 dq3
dt
∆xpir23 − V0
C3
− ∆xpir
2
4 − V0
C4
+ P3,y − P4,y = R4q4 + L4 dq4
dt
∆xpir24 − V0
C4
− ∆xpir
2
5 − V0
C5
+ P4,y − P5,y = R5q5 + L5 dq5
dt
∆xpir25 − V0
C5
+ P5,y − P0 = R6q6 + L6 dq6
dt
Vi ønsker et udtryk for dqndt så denne størrelse isoleres i ligningerne.
Den flowafledte
dq1
dt
=
−∆xpir21−V0C1 + P0 − P1,y −R1q1
L1
dq2
dt
=
∆xpir21−V0
C1
− ∆xpir22−V0C2 + P1y − P1,y −R2q2
L2
dq3
dt
=
∆xpir22−V0
C2
− ∆xpir23−V0C3 + P1,y − P1,y −R3q3
L3
dq4
dt
=
∆xpir23−V0
C3
− ∆xpir24−V0C4 + P1,y − P1,y −R4q4
L3
dq5
dt
=
∆xpir24−V0
C4
− ∆xpir25−V0C5 + P1,y − P1,y −R5q5
L5
dq6
dt
=
∆xpir25−V0
C5
+ P1,y − P0 −R6q6
L6
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Hvilket kan skrives som
dq1
dt
= −∆xpir
2
1 − V0
L1C1
+
P0 − P1,y −R1q1
L1
dq2
dt
=
∆xpir21 − V0
L2C1
− ∆xpir
2
2 − V0
L2C2
+
P1,y − P2,y −R2q2
L2
dq3
dt
=
∆xpir22 − V0
L3C2
− ∆xpir
2
3 − V0
L3C3
+
P2,y − P3,y −R3q3
L3
dq4
dt
=
∆xpir23 − V0
L3C3
− ∆xpir
2
4 − V0
L3C4
+
P3,y − P4,y −R4q4
L3
dq5
dt
=
∆xpir24 − V0
L5C4
− ∆xpir
2
5 − V0
L5C5
+
P4,y − P5,y −R5q5
L5
dq6
dt
=
∆xpir25 − V0
L6C5
+
P5,y − P0 −R6q6
L6
(6.7)
Vi mangler stadig at bestemme hvorledes det ydre tryk ændrer sig i det kompartment hvor
pumpen virker, hvilket gøres i næste afsnit.
Det ydre tryk
Vi har valgt at lade pumpen udelukkende påvirke kompartment 2, da der ikke må pumpes
symmetrisk eller i enderne. Det ydre tryk i det kompartment, hvorpå der pumpes, bestemmes
af den valgte pumpefunktion. Det ydre tryk i de andre kompartments er P0. Dette skyldes at
slangen ligger vandret i karret, og at vandslangen er forholdsvis tynd, således at vandhøjden
lige over slangen tilnærmelsesvis er den samme som ud for slangens ender. Dermed er det
ydre tryk lig med P0 overalt om slangen undtagen i det kompartment, hvor pumpen virker.
Vi lader pumpen virke i kompartment 2, og det ydre tryk i dette kompartment bliver lig
med summen af pumpens tryk, Pp og det ydre tryk, P0. Vi får altså:
P2,y = P0 + Pp
og
P1,y = P3,y = P4,y = P5,y = P0
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Dette kan substitueres i udtrykkene for dqndt :
dq1
dt
= −∆xpir
2
1 − V0
L1C1
+
P0 − P0 −R1q1
L1
dq2
dt
=
∆xpir21 − V0
L2C1
− ∆xpir
2
2 − V0
L2C2
+
P0 − (P0 + Pp)−R2q2
L2
dq3
dt
=
∆xpir22 − V0
L3C2
− ∆xpir
2
3 − V0
L3C3
+
P0 + Pp − P0 −R3q3
L3
dq4
dt
=
∆xpir23 − V0
L3C3
− ∆xpir
2
4 − V0
L3C4
+
P0 − P0 −R4q4
L3
dq5
dt
=
∆xpir24 − V0
L5C4
− ∆xpir
2
5 − V0
L5C5
+
P0 − P0 −R5q5
L5
dq6
dt
=
∆xpir25 − V0
L6C5
+
P0 − P0 −R6q6
L6
Dette kan reduceres til
dq1
dt
= −∆xpir
2
1 − V0
L1C1
− R1q1
L1
dq2
dt
=
∆xpir21 − V0
L2C1
− ∆xpir
2
2 − V0
L2C2
− Pp +R2q2
L2
dq3
dt
=
∆xpir22 − V0
L3C2
− ∆xpir
2
3 − V0
L3C3
+
Pp −R3q3
L3
dq4
dt
=
∆xpir23 − V0
L3C3
− ∆xpir
2
4 − V0
L3C4
− R4q4
L3
dq5
dt
=
∆xpir24 − V0
L5C4
− ∆xpir
2
5 − V0
L5C5
− R5q5
L5
dq6
dt
=
∆xpir25 − V0
L6C5
− R6q6
L6
(6.8)
Ligningerne i 6.8 er de endelige udtryk for flowændringen, og udgør den ene halvdel af vores
differentialligningssystem. Vi ved fra afsnit 5, at L og R afhænger af rqn og at C afhænger
af rn. Derfor er det nødvendigt at udtrykke rn eller drndt for at kunne løse systemet. Dette
gøres derfor i næste afsnit.
Den radiusafledte
Vi ved fra tidligere, ligning 3.1, at
dVn
dt
= qn − qn+1
Volumenændringen kan skrives som
dVn
dt
=
d
dt
(
pir2n∆x
)
= 2pi∆xrn
drn
dt
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Vi kan altså udtrykke drndt som
drn
dt
=
qn − qn+1
2pirn∆x
Hvis vi skriver dette udtryk for alle kompartments, får vi:
dr1
dt
=
q1 − q2
2pir1∆x
dr2
dt
=
q2 − q3
2pir2∆x
dr3
dt
=
q3 − q4
2pir3∆x
dr4
dt
=
q4 − q5
2pir4∆x
dr5
dt
=
q5 − q6
2pir5∆x
(6.9)
Vi har nu begge ligningssystemer, og laver i næste afsnit en opsummering og forklaring af
disse.
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De endelige ligninger
Vores radiusafledte system ser således ud:
dr1
dt
=
q1 − q2
2pir1∆x
dr2
dt
=
q2 − q3
2pir2∆x
dr3
dt
=
q3 − q4
2pir3∆x
dr4
dt
=
q4 − q5
2pir4∆x
dr5
dt
=
q5 − q6
2pir5∆x
Vores flowafledte system ser således ud:
dq1
dt
= −∆xpir
2
1 − V0
L1C1
− R1q1
L1
dq2
dt
=
∆xpir21 − V0
L2C1
− ∆xpir
2
2 − V0
L2C2
− Pp +R2q2
L2
dq3
dt
=
∆xpir22 − V0
L3C2
− ∆xpir
2
3 − V0
L3C3
+
Pp −R3q3
L3
dq4
dt
=
∆xpir23 − V0
L3C3
− ∆xpir
2
4 − V0
L3C4
− R4q4
L3
dq5
dt
=
∆xpir24 − V0
L5C4
− ∆xpir
2
5 − V0
L5C5
− R5q5
L5
dq6
dt
=
∆xpir25 − V0
L6C5
− R6q6
L6
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Inertansen, resistansen og kompliancen har vi bestemt i kapitel 5 til at være:
L1 =
ρ 12∆x
pir21
, R1 =
8µ 12∆x
pir41
, C1 =
pi∆x
h0Ey
(
r31 + r0r
2
1
)
L2 =
ρ∆x
pi
(
r1+r2
2
)2 , R2 = 8µ∆xpi( r1+r22 )4 , C2 = pi∆xh0Ey
(
r32 + r0r
2
2
)
L3 =
ρ∆x
pi
(
r2+r3
2
)2 , R3 = 8µ∆xpi(pir2+r32 )4 , C3 = pi∆xh0Ey
(
r33 + r0r
2
3
)
L4 =
ρ∆x
pi
(
r3+r4
2
)2 , R4 = 8µ∆xpi( r3+r42 )4 , C4 = pi∆xh0Ey
(
r34 + r0r
2
4
)
L5 =
ρ∆x
pi
(
r4+r5
2
)2 , R5 = 8µ∆xpi( r4+r52 )4 , C5 = pi∆xh0Ey
(
r35 + r0r
2
5
)
L6 =
ρ 12∆x
pir25
, R6 =
8µ 12∆x
pir45
Vi kan som eksempel skrive dq2dt og
dr2
dt på følgende måde:
dq2
dt
=
∆xpi
L2C1
r21 −
V0
L2C1
− ∆xpi
L2C2
r22 −
V0
L2C2
− Pp
L2
− R2q2
L2
= K1
(
r1+r2
2
)2
r1 + r0
−K2
(
r1+r2
2
)2
r31 + r0r
2
1
−K3
(
r1+r2
2
)2
r2 + r0
−
K4
(
r1+r2
2
)2
r32 + r0r
2
2
−K5Pp
(
r1 + r2
2
)2
−K6
(
r1+r2
2
)2
r42
q2
dr2
dt
= K7
q2 − q3
r2
(6.10)
I ligning 6.10 angiver K1 til K7 konstanter og det ses, at differentialligningerne afhænger af
radius i forskellige potenser, og desuden indgår der i differentialligningerne både radius og
flow som variable, hvilket betyder, at vores ligningssystemer i 6.8 og 6.9 ikke er lineære.
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7 Modelparametre
I dette kapitel definerer vi værdierne af de faste størrelser der anvendes i modellen og beskriv-
er samtidig pumpen. Vi vil desuden finde de frekvenser, som vi forventer giver anledning til
resonans, som vi forstår ved store udsving fra normalkurven, i vores system. Dette svarer
til, at man ser en pludselig ændring i kurven for middelflowet som funktion af frekvens.
Vi antager i vores model, at der udelukkende pumpes på et enkelt kompartment, typisk
kompartment 2. Dette kompartment udsættes for et ydre tryk, P2,y, der er lig med det hy-
drostatiske tryk, P0, plus pumpetrykket, Pp. Dermed bliver det ydre tryk i kompartment 2
større end i de andre kompartments, når pumpen er aktiv, hvilket medfører en formindskelse
af radius i kompartment to.
Vi har på baggrund af det historiske perspektiv valgt at øge trykket udenfor kompartment
to med en trykstørrelse, der minder om hjertets. Vores pumpefunktion øger, på baggrund af
dette, trykket udenfor kompartment 2 med op til 100 pascal. Vi ønsker kun at modellere en
situation, hvor radius i slangen i kompartment 2 er mindre end eller lig hvileradius. Derfor
har vi valgt en pumpefunktion der kun antager positive trykværdier. Vi har som følge heraf
valgt en sinus funktion i anden potens, hvilket også giver os mulighed for at inkorporere en
frekvens efter eget valg. Hvilke frekvenser, vi benytter bliver der redegjort for i afsnit 9. Vi
har valgt vores pumpefunktion til at være:
Pp = 100sin2 (ωt) = 100sin2 (fpit)Pa (7.1)
Her angiver ω svingnigstiden, der er defineret som frekvensen gange pi, ω = fpi, da sinus i
anden er periodisk med pi. Denne funktion giver os den ønskede effekt, at trykket udenfor
kompartment to svinger periodisk mellem nul og 100 pascal.
7.1 Faste størrelser
I dette afsnit har vi også angivet betegnelserne der bruges i MatLab. Hele koden kan ses
i kapitel 12 bagerst i denne rapport. Vi har valgt følgende dimensioner for vores slange.
Slangetykkelsen er den samme som benyttet i [Tim05].
• Hvileradius: r0= 0.025m
• Youngs modul: E= 4.1 · 105Pa
• Vægtykkelse: h= 0.001m
• Længde af hvert kompartment: dx= 0.1m, hvilket giver den samlede længde af slangen
l0 = 0.5m
Desuden er følgende værdier valgt for vandet:
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• Vands densitet: rho= 1000 kgm3
• Vands viskositet: n= 0.001Pa · s
7.2 Trykbølgens udbredelse og resonansfrekvenser
Dette afsnit er skrevet med henblik på, at kunne perspektivere vores resultater ud over
vores problemformulering. Det vil på baggrund af dette ikke være gennemgået stringent,
og der henvises i stedet til litteraturen, hvis der, fra læsers side, ønskes en dybdegående
gennemgang.
I [Tim05] konkluderes det, at trykbølgens udbreddelse har en indflydelse på, ved hvilken
frekvens der opnås et skift i retningen af middelflowet. Skabelsen af resonans fra trykbølgen
som funktion af frekvens, konkluderer hun, er bestemmende for skiftet i retningen på flowet.
I rapporten findes følgende udtryk for trykbølgens hastighed, hvor de indgående parametre
er angivet med de samme symboler som i vores rapport:
c0 =
√
2
3
hEy
ρr0
4
√
pir20
pir2start
Her er c0 trykbølgens hastighed og rstart er værdien af radius til tiden nul. I vores rapport
vælger vi at lade denne radius være være lig r0, svarende til at trykket er ens både udenfor
slangen og indeni slangen. Ved disse startbetingelserne bliver trykbølgens hastighed i vores
system:
c0 =
√
2
3
hEy
ρr0
Definitionen på resonansfrekvens for stående bølger i et rør er givet ved følgende formel[Mos04,
s.512]:
fn = n
v
2L
= nf1; ∀n ∈ N
Hvor v er bølgehastigheden, L er længden af det objekt hvori der er resonans og f1 er grund-
frekvensen f1 = v2L . I [Tim05] argumenteres der for at længden, L, er hele slangen, men det
fremgår for os ikke klart, hvorfor det ikke er afstanden fra pumpepunktet til endepunkterne.
I vores tilfælde bliver grundfrekvensen, ved at bruge hele slangens længde som, L:
fn = n
c0
2l0
= n
√
2
3
hEy
ρr0
2lo
;∀n ∈ N
Ved indsættelse af vores parametre fås det at vi skulle have grundfrekvensen:
f1 =
1
2lo
√
2
3
hEy
ρr0
=
1
1m
√
2
3
0.001m · 4.1 · 105Pa
1000 kgm3 · 0.025m
= 3.31Hz
Da vi har valgt at undersøge frekvensintervallet f =]0 : 20]Hz kunne det derfor være
interessant om, flowet skifter fortegn ved frekvenserne for n = {1, 2, ..., 6} som bliver 3.31Hz,
6.62Hz, 9.93Hz, 13.24Hz, 16.55Hz og 19.86Hz.
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8 Validering af modellen
Vi vil i de følgende afsnit undersøge om modellen er gyldig og giver de rigtige resultater i
nogle nemt gennemskuelige fysiske situationer. Modellen testes i Matlab samt undersøges
teoretisk når længden af hvert kompkartment går mod nul, og antallet af kompartments
altså går mod uendelig. Vi bliver dog først nødt til at definere hvad der forstås ved et
middelflow i systemet.
8.1 Middelflow
For at afgøre om der i systemet er et middelflow er det nødvendigt at undersøge integralet
af (flow, tid) graferne. Dette kan gøres ved simple gennemsnitsberegninger eller ved at
finde det samlede areal under de enkelte kurver ved integration. Det antages at systemet
opnår stabilitet efter pumpning i et vist tidsrum, hvilket gør det nødvendigt at afgrænse
graferne, således at man udelukkende får data indenfor det område hvor alle flows svinger
omkring en eller flere faste værdier. Der opstår dog et problem, i forbindelse med kørsler der
er stoppet asymmetrisk i forhold til pumpefunktionen. Dette kan medføre en usikkerhed på
±1 svingning, hvis man udregner middelflowet for en graf der er stoppet under en svingning.
Vi har valgt at beregne middelflowet, qav, ud fra integralet over en stabil del af kørslen på
følgende måde
qav =
1
n (t2 − t1)
n∑
i=1
t2∫
t1
qi
hvor t1 og t2 er tider inden for hvilke flowet anses som værende stabilt. Vi udregner altså
integralet for hver enkelt kompartment, summerer over alle kompartments og dividerer med
antallet af kompartments gange antallet af tidsskridt. Integralet udregnes med MatLab
funktionen trapz, som approksimerer et integral.
8.2 ODE-metoder
Ifølge [Mat06] er det foretrukkent at bruge ODE45 kommandoen til at løse differentiallign-
ingssystemer i Matlab, hvilken vi derfor også vil benytte. ODE45 benytter en 4. ordens
Runge-Kutta metode, der ifølge [Bra93, s.112-113] er en af de mest anvendte numeriske
metoder til løsning af differentialligniner, og skulle være mere præcis end fx Euler metoden
og Taylorudvikling til tredje orden.
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8.3 Valideringsparametre
For at undersøge om modellen beskriver det fysiske system på en tilfredsstillende måde har
vi valgt at teste modellen uden pumpefunktionen, da vi her mener at kunne afgøre hvilke
resultater modellen burde give. Vi mener det er relevant at undersøge ved nedenstående
startbetingelser, når pumpen ikke er tilsluttet:
• Når slangen er i hvile
• Når én radius er forskellig fra hvileradius
Den mest trivielle situation er, at ved ingen påvirkning skal der ikke være et flow, hvilket
vil blive undersøgt i det første punkt. Når vi ændrer én startradius forventer vi, at radierne
vil konvergere mod hvileradius, og flowsne mod nul.
Da slangen er symmetrisk omkring kompartment tre vil vi lave følgende test ved at flytte
pumpen:
• Pumpen er placeret på kompartment 2, 3 og 4
Her forventer vi, at der ikke vil være et flow når der pumpes i kompartment 3 og at der ved
pumpning i kompartment 4 opnås samme resultat som ved pumpning i kompartment 2, dog
med modsat fortegn.
Vi har valgt en model med 5 kompartments. Det er vores opfattelse, at modellen burde blive
mere præcis når antallet af kompartments øges, men samtidig ønsker vi stadig at have det
mindste antal kompartments. Resultaterne ved vores kørsler skulle nødigt ændres alt for
meget kvalitativt, ved at øge ’findelingen’ af slangen og dermed antallet af kompartments.
Derfor vil vi undersøge:
• Forskellen på en model med 5 og 15 kompartments med aktiveret pumpefunktion.
I de næste afsnit vil vi undersøge ovenstående punkter.
Slangen er i hvile
Når systemet er i hvile ændres der hverken på qn eller rn, og resultatet ses på figur 8.1.
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Figur 8.1 Systemet er i hvile fra start, der virker ingen pumpe
Dette resultat var hvad vi ville forvente, da hverken radierne eller flows ændres.
Én kompartmentradius er mindre end hvileradius
For at undersøge hved der sker når et enkelt kompartment har en ændret startradius, har
vi valgt at lade kompartment to have startradius 0.02m, hvilket er mindre end hvileradius
på 0.025m. Grafen for dette ses på figur 8.2.
Figur 8.2 Ingen pumpe, radius i kompartment 2 mindre end hvileradius
Det ses, at hverken flow eller radius stabiliseres og ender på nul, og dette er ikke i ov-
erensstemmelse med vores forventetninger. Vi har derfor lavet endnu en kørsel, og denne
gang med den startbetingelse, at radius i kompartment to større end hvileradius. Desuden
vælger vi at lade |r2 − r0| være større end før, da vi af symmetriårsager forestiller os, at en
ligeså stor positiv forskydning fra hvileradius kunne tænkes at stabilisere sig med samme
44
udsving som i figur 8.2. Grafen i figur 8.3 viser en kørsel hvor r2 = 0.04m ved t = 0.
Figur 8.3 Ingen pumpe, radius i kompartment 2 større end hvileradius
Dette resultat er næsten identisk med grafen på figur 8.2. For at få et bedre overblik over ud-
seendet af graferne plotter vi flowet i intervallet t = [998; 1000]. Disse grafer ses på figurerne
8.4 og 8.5.
Figur 8.4 Flow når startradius i kompartment to er 0.02m
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Figur 8.5 Flow når startradius i kompartment to er 0.04m
Det ses, at flowet på begge grafer svinger imellem −3 · 10−4m3s og 3 · 10−4m
3
s . Vi har
lavet en række kørsler med ændret radius, og har observeret, at uanset hvilken startradius
der gives for kompartment to, eller et andet kompartment, så ender flow-udsvingende efter
et givent tidsrum med at være identiske med figurene 8.4 og 8.5. Vi må derfor betegne dette
som en fejl ved modellen, da vi mener det er klart, at flowet burde blive nul efter et givent
tidsinterval. Det er værd at bemærke, at middelflowet for disse grafer er i størrelsesordenen
10−8m
3
s , hvilket stort set betyder, at der ikke eksisterer et middelflow. Vi vil senere diskutere
hvilken betydning denne størrelse har for bestemmelsen af det frekvensafhængige middelflow.
Hvis der senere bestemmes et middelflow der er mange gange større end 10−8m3s , vil vi sige,
der er et middelflow.
Pumpning i kompartment 2, 3 og 4
Vi har også undersøgt forskellen i middelflowet når der pumpes i hhv. kompartment 2, 3 og
4. Figur 8.6 viser flowet når der pumpes i kompartment 2 med 2 Hz.
Figur 8.7 viser flowet når der pumpes symmetrisk på slangen. Det ses, at der ikke er et
middelflow, da de enkelte flows svinger omkring nul.
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Figur 8.6 Flow ved pumpning i kompartment 2
Figur 8.7 Flow ved pumpning i kompartment 3
På figur 8.8 ses flowet ved pumpning i kompartment 4. Dette flow er omvendt af flowet
på figur 8.6, hvilket også var forventet.
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Figur 8.8 Flow ved pumpning i kompartment 4
Model med 15 kompartments
For at undersøge om fem kompartments er tilstrækkeligt til at illustrere ventilløs pump-
ning, har vi også valgt at lave enkelte sammenligningende kørsler med 15 kompartments,
hvilket svarer til at hver kompartment i vores oprindelige model opdeles i yderligere tre
kompartments. For at lave en test, der svarer til vores fem-kompartmentsystem, pumpes
der i kompartment 4, 5 og 6. Figur 8.9 viser en kørsel ved 2 Hz med pumpefunktionen
P = 100sin(ωt)2.
Figur 8.9 15 kompartments. Radius og flow ved 2 Hz, pumpen er P = 100sin(2pit)2
Flowet alene er plottet på figur 8.10.
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Figur 8.10 15 kompartments. Flow ved 2 Hz, P = 100sin(2pit)2
Det ser umiddeblart ud til at systemet udfører periodiske svinginger ved 2 Hz. Hvis vi
sammenligner med flow-graferne for 5 kompartments ved 2 Hz, figur 8.11, ses det, at der
ikke er nogle ligheder mellem de to grafer.
Figur 8.11 5 kompartments. Flow ved 2Hz, P = 100sin(2pit)2
På figur 8.9 og 8.10 er der pumpet på kompartment 4, 5 og 6, hvilket betyder, at dqdt for
disse kompartments ser således ud:
dq4
dt
=
∆xpir23 − V0
L3C2
− ∆xpir
2
4 − V0
L4C4
+
P3,y − P4,y −R4q4
L4
dq5
dt
=
∆xpir24 − V0
L5C4
− ∆xpir
2
5 − V0
L5C5
+
P4,y − P5,y −R5q5
L5
dq6
dt
=
∆xpir25 − V0
L6C5
− ∆xpir
2
6 − V0
L6C6
+
P5,y − P6,y −R6q6
L6
dq7
dt
=
∆xpir26 − V0
L7C6
− ∆xpir
2
7 − V0
L7C7
+
P6,y − P7,y −R7q7
L7
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Da det ydre tryk i kompartment fire, fem og seks er ens, bliver ovenstående ligninger til
dq4
dt
=
∆xpir23 − V0
L3C2
− ∆xpir
2
4 − V0
L4C4
+
Pp −R4q4
L4
dq5
dt
=
∆xpir24 − V0
L5C4
− ∆xpir
2
5 − V0
L5C5
− R5q5
L5
dq6
dt
=
∆xpir25 − V0
L6C5
− ∆xpir
2
6 − V0
L6C6
− R6q6
L6
dq7
dt
=
∆xpir26 − V0
L7C6
− ∆xpir
2
7 − V0
L7C7
− Pp +R7q7
L7
Det er altså ikke muligt at afgøre om der pumpes i kompartment fem og seks, uden også
at betragte ligningerne for kompartment fire og syv. Hvis vi istedet udelukkende pumper i
komkpartment fire, får vi en graf som i figur 8.12.
Figur 8.12 15 kompartments. Pumpen virker i kompartment fire
Flowet alene kan ses på 8.13.
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Figur 8.13 15 kompartments. Pumpen virker i kompartment fire, flowet er plottet
Disse resultater afviger ikke principielt fra resultaterne ved fem kompartments.
8.4 Kontinuitetsligningen
Nu vil vores model blive undersøgt analytisk i grænsen, hvor antallet af kompartments går
mod uendelig, og dermed lader vi længden af hvert kompartment gå mod nul. Hvis vi be-
tragter inertansen, kompliancen og resistansen som værende konstante i tiden, vil vi vise at
det er muligt at udlede den éndimensionale Eulerligningen samt kontinuitetsligningen ud fra
vores model. Eulerligningen er et specialtilfælde af Navier-Stokes’ ligninger, som sammen
med kontinuitetsligningen er hyppigt benyttede til at modellere ventilløs pumpning [Tim05],
[AS00] [Ott03], [DA04]. Derfor vil det øge troværdigheden til vores model, hvis vi kan udlede
disse ligninger ud fra vores model.
Fra ligning 3.1 kendes sammenhængen mellem flowet ind og ud af et kompartment og æn-
dringen af volumen af kompartmentet:
dVn
dt
= qn − qn+1
Fra ligning 5.32 kendes et udtryk for volumen af det n´te kompartment.
Vn = Cn(Pn − Pn,y) + Vn,0
Da Vn,0 er den samme for alle kompartments, er Vn,0 = V0. Da V0 er konstant i tiden, er
dens differentialkoefficient nul, hvilket indsættes i 3.1.
dVn
dt
=
d (Cn (Pn − Pn,y) + V0)
dt
=
d (Cn (Pn − Pn,y))
dt
+
dV0
dt
=
d (Cn (Pn − Pn,y))
dt
Da vi ønsker at betragte volumenet som funktion af både tiden og tværsnitsarealet vil vi i
de følgende udregninger betegne skifte fra dVndt til
∂Vn
∂t
∂Vn
∂t
=
∂ (Cn (Pn − Pn,y))
∂t
(8.1)
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I ligning 3.1 og 8.1 har vi to udtryk for ∂Vn∂t som vi kan sætte lig hinanden.
∂
∂t
(Cn (Pn − Pn,y)) = qn − qn+1
Hvis der divideres med kompartmentlængden på begge sider fås:
1
∆x
∂
∂t
(Cn (Pn − Pn,y)) = ∂
∂t
(
Cn
∆x
(Pn − Pn,y)
)
=
qn − qn+1
∆x
(8.2)
Vi forlænger brøken med -1:
qn − qn+1
∆x
= −qn+1 − qn
∆x
(8.3)
Ved at betragte qn som en funktion af x, hvor x - aksen er langs slangen med voksende
værdier for voksende kompartmentnummer fås:
qn = q (x)
Hvis det n´te flow er q (x), kan det n+1’te flow skrives som q (x+∆x). Dette giver ved at
sammenligne med ligning 8.3:
−qn+1 − qn
∆x
= −q (x+∆x)− q (x)
∆x
(8.4)
Højresiden er netop differenskvotienten opskrevet for funktionen q (x). Ved at antage, at q (x)
er en differentiabel funktion, fås differentialkvotienten ved at lade kompartmentlængden gå
mod nul.
lim
∆x→0
(
−q (x+∆x)− q (x)
∆x
)
= − ∂
∂x
q
Ved at sammenholde ligning 8.2, 8.4 og 8.3 fås:
∂
∂t
(
Cn
∆x
(Pn − Pn,y)
)
= −q (x+∆x)− q (x)
∆x
(8.5)
Ud fra 5.32 kan der opskrives et udtryk for tværsnitsarealet ved at dividere med kompart-
mentlængden:
Vn − V0 = Cn (Pn − Pn,y)⇒
An −A0 = Cn∆x (Pn − Pn,y)⇔
An =
Cn
∆x
(Pn − Pn,y) +A0
Nu har vi et udtryk for tværsnitsarealet, der kan differentieres. Her udnyttes det, at A0 er
konstant over tid.
∂An
∂t
=
∂
∂t
(
Cn
∆x
(Pn − Pn,y) +A0
)
=
∂
∂t
(
Cn
∆x
(Pn − Pn,y)
)
+
∂
∂t
A0 ⇔
∂An
∂t
=
∂
∂t
(
Cn
∆x
(Pn − Pn,y)
)
(8.6)
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Ved at kombinere ligning 8.6 med ligning 8.5 fås:
∂An
∂t
= −q (x+∆x)− q (x)
∆x
⇔
0 =
∂An
∂t
+
q (x+∆x)− q (x)
∆x
(8.7)
Vi kan omskrive An ved at bruge samme x-akse som for q, hvilket ses på figur 8.14.
Figur 8.14 areal- og flowsafhængighed af indlagt x-akse
Dette giver at
An = A
(
x+
1
2
∆x
)
(8.8)
så for eksempel gælder:
A1 = A
(
x1 +
1
2
∆x
)
Vi kan nu indsætte 8.8 i 8.7
∂
∂t
(
A
(
x1 +
1
2
∆x
))
+
qn (x+∆x)− qn (x)
∆x
= 0
Ved at antage, at q (x) og A (x) er differentiable, får vi, når grænseværdien for ∆x→ 0 for
ligning 8.7 undersøges:
lim
∆x→0
(
∂
∂t
(
A
(
x+
1
2
∆x
))
+
qn (x+∆x)− qn (x)
∆x
)
= lim
∆x→0
0⇔
lim
∆x→0
(
∂
∂t
(
A
(
x+
1
2
∆x
)))
+ lim
∆x→0
(
qn (x+∆x)− qn (x)
∆x
)
= 0⇔
∂
∂t
A (x) +
∂
∂x
q (x) = 0 (8.9)
Dette er netop kontinuitetsligningen, der viser sammenhængen mellem ændringen af flowet
langs slangen og ændringen i tværsnitsareal af slangen pr. tidsenhed.
8.5 Eulerligningen
Vi kan udlede Eulerligningen ud fra vores ligninger, hvis vi betragter Ln, Rn og radius af
slangen er konstant. Udgangspunktet er ligning 5.11:
Pn − Pn+1 = Rnqn + Ln dqn
dt
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Hvor
Ln =
ρ∆x
pir2qn
(8.10)
men med den ændring, at hvis r angives som værende radius hvor q beregnes, benytter vi
skrivemåden rqn. For kompartments der ikke ligger på randen har vi tidligere benyttet at
rqn =
rn−1+rn
2 . Da vi vi ser på inertans, hvor radius er konstant, vil det være oplagt at
benytte hvileradius i udtrykket for inertansen. Hvileradius er den samme overalt i slangen
så specielt gælder det, at rqn = r0. Dermed kan ligning 8.10 i dette tilfælde skrives som:
Ln =
ρ∆x
pir20
(8.11)
Desuden ser vi bort fra de to randkompartments for at simplificere udregningen, så der
udelukkende optræder kompartments med længden ∆x. Ved at dividere begge sider af lign-
ing 5.11 med ∆x fås:
Pn − Pn+1
∆x
=
Rnqn
∆x
+
Ln
∆x
dqn
dt
Da vi både regner med variable i tid og sted udskiftes de ’hårde’ differentationstegn med
’bløde’.
Pn − Pn+1
∆x
=
Rnqn
∆x
+
Ln
∆x
∂qn
∂t
Ved at samle leddene fås:
Ln
∆x
∂qn
∂t
− Pn − Pn+1
∆x
+
Rnqn
∆x
= 0 (8.12)
Nu vil de enkelte led i ligningen blive undersøgt. Da inertansen er konstant fås:
Ln
∆x
∂qn
∂t
=
∂
∂t
(
Ln
∆x
qn
)
(8.13)
Da flowet er defineret som tværsnitsarealet hvor flowet beregnes, Aqn , ganget med gennem-
snitshastigheden af væsken gennem arealet fås:
qn = un ·Aqn
Da radius af slangen er konstant gælder:
Aqn = pir
2
0
Derved har vi:
qn = unpir20 (8.14)
Ved at indsætte udtrykkene for Ln og qn fra ligning 8.14 og 8.10 i ligning 8.13 kan udtrykket
reduceres til:
∂
∂t
( ρ∆x
pir20
∆x
· un · pir20
)
=
∂
∂t
(ρ · un) (8.15)
Da densiteten er konstant i tiden giver ligning 8.15:
∂
∂t
(ρ · un) = ρ∂un
∂t
(8.16)
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Dermed har vi jvf. ligning 8.13, 8.15 og 8.16:
Ln
∆x
∂qn
∂t
= ρ
∂un
∂t
(8.17)
Nu betragtes leddet Rnqn∆x . Fra ligning 5.2 ved vi:
Rn =
8µ∆x
pir40
Ved at indsætte udtrykket for qn fra ligning 8.14 samt benytte 5.2 fås:
Rnqn
∆x
=
8µ∆x
pir40
· un · pir20
∆x
= un
8µ
r20
(8.18)
Nu mangler vi blot et udtryk for det sidste led:
−Pn − Pn+1
∆x
=
Pn+1 − Pn
∆x
(8.19)
Trykket som funktion af stedet er nu angivet ved hjælp af dets kompartmentnummer. Ved
at indlægge en x-akse langs slangens symmetriakse med voksende værdier for voksende
komapartmentnummer, kan vi i stedet udtrykke trykket som funktion af x:
Pn = P (x)
Tilsvarende fås:
Pn+1 = P (x+∆x)
Ved at indsætte dette i ligning 8.19 fås:
Pn+1 − Pn
∆x
=
P (x+∆x)− P (x)
∆x
(8.20)
Dermed har vi af ligning 8.19 og 8.20
−Pn − Pn+1
∆x
=
P (x+∆x)− P (x)
∆x
(8.21)
Figur 8.15 tryk- og hastighedsafhængighed af indlagt x-akse
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Ved at benytte samme x-akse til at fastlægge un som ved trykket fås u som funktion af x
jvf. figur 8.15
un = u
(
x− 1
2
∆x
)
(8.22)
så hvis
P1 = P (x1)
er
u1 = u
(
x1 − 12∆x
)
Fra ligning 8.17, 8.18, 8.21 og 8.22 har vi et udtryk for hvert af de led, der indgår i 8.12.
Disse indsættes:
ρ
∂
∂t
(
u
(
x− 1
2
∆x
))
+
P (x+∆x)− P (x)
∆x
− u
(
x− 1
2
∆x
)
8µ
r20
= 0 (8.23)
Ved at undersøge 8.23 i grænsen hvor ∆x går mod nul fås:(
ρ
∂
∂t
(
u
(
x− 1
2
∆x
))
+
P (x+∆x)− P (x)
∆x
− u
(
x− 1
2
∆x
)
8µ
r20
)
= 0⇔
lim
∆x→0
(
ρ
∂
∂t
(
u
(
x− 1
2
∆x
)))
+ lim
∆x→0
(
P (x+∆x)− P (x)
∆x
)
− lim
∆x→0
(
u
(
x− 1
2
∆x
)
8µ
r20
)
= 0
(8.24)
Under antagelse af, at trykket er en differentiabel funktion, som funktion af stedet fås:
lim
∆x→0
P (x+∆x)− P (x)
∆x
=
∂P
∂x
Da u antages at være en differentiabel funktion over stedet kan ligning 8.24 skrives som:
ρ
∂
∂t
u (x) +
∂P
∂x
− u (x) 8µ
r20
= 0 (8.25)
hvilket er tæt på at være Eulerligningen. For at være mere præcis kan det siges at være
den lineariserede Eulerligning, hvor der er medtaget et led, der angiver laminar friktion i
væsken, nemlig un 8µr20 .
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9 Præsentation af vores resultater
I dette afsnit vil vi præsentere de resultater vores model har givet. Vi starter med at il-
lustrere, hvorledes flowet bliver plottet på en graf. Vi vil derefter præsentere flowet som
funktion af de frekvenser vi har valgt at bruge. Dernæst vil vi vise hvorledes flowet som
funktion af frekvens ser ud, når enten inertansen, resistansen eller kompliancen, er den en-
este der er afhængig af radius.
Nedenstående graf er en typisk graf for pumpning med en given frekvens. Frekvensen der
er pumpet med er 2 Hz, dette ses på figur 9.1. På grafen ses både flow (nederst) og radius
Figur 9.1 Her ses en kørsel af vores model med en frekvens på 2 Hz
(øverst). For at man kan få et bedre overblik har vi valgt på figur 9.2 og 9.3, at vise grafen
for henholdsvis flow og radius.
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Figur 9.2 Standardgaf for flowet, her plottet for en frekvens på 2 Hz
Figur 9.3 Standardgraf for radius, her plottet for en frekvens på 2 Hz
Graferne 9.2 og 9.3 giver et billede af, hvorledes vores grafer for flow og radius ser ud.
Det eneste der er ændret ved ændrede frekvenser er at radius har større udsving og flowet
oscillerer om en anden akse. Derfor kan dette kaldes standardgrafer for vores model.
For bedre at kunne se, hvad der sker på grafen viser vi på figurene 9.4 og 9.5, henholdsvis
flowet og radius i et mindre tidsinterval.
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Figur 9.4 Flowet plottet ved pumpning på 2 Hz i intervallet t=[998;1000], y =[-0.006;0.0002]
Figur 9.5 Radius plottet ved pumpning på 2 Hz set i intervallet, t=[998;1000], y=[0.024;0.026]
Som det ses på figur 9.5 svinger grafen for radius omkring hvileradius på 0.025m. På figur
9.4 ses flowet, der som man kan se, oscillerer omkring en symmetriakse, der ligger under
nul. Det er denne symmetriakse der udgør værdien for middelflowet for denne frekvens. Hvis
man ser på et tidsinterval, der er endnu mindre, er det muligt at se hvorledes flowet for de
forskellige kompartments bevæger sig i forhold til hinanden, dette ses på figur 9.6.
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Figur 9.6 Flowet for de forskellige kompartments ses med forskellige farver
Ligeledes er det muligt at se hvorledes radierne for kompartmentsne bevæger sig i forhold
til hinanden, dette ses på figur 9.7
Figur 9.7 Radius for de forskellige kompartments ses med forskellige farver.
Når middelflowet, for 2Hz, udregnes som beskrevet i afsnit 8.1, fås værdien−1.5187·10−4m3s .
Man kan således også se, at den fejlkilde der er ved modellen, som vi beskrev i afsnit 8.3,
det at radius går i selvsving når der ikke er nogen påvirkning fra pumpen, har minimal
betydning for middelflowet, da størrelsen af flowet fra fejlkilden er en faktor 104 mindre end
flowet der her er udregnet.
Vi har valgt at undersøge sammenhængen af flowet som funktion af frekvens i frekvensom-
rådet f =]0; 20]Hz, da det er her, der er set et skift i fortegn af middelflowet som funktion
af frekvens, i andre arbejder med ventilløs pumpning [Tim05]. I undersøgelsen benyttes
en skridtlængde på 110Hz, og til hver af disse kørsler har vi udregnet det tilhørende mid-
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delflow. Figur 9.8 viser sammenhængen mellem middelflowet og frekvensen når L, R og C
er afhængige af den varierende radius. På figur 9.8 ses det at der for det meste er et negativt
Figur 9.8 Middelflow som funktion af frekvens, Pp = 100sin2(ωt). L, R og C er varierende
middelflow, men at der ved visse frekvenser pludselig kommer et positivt middelflow. Det
ses at middelflowet bliver positivt ved frekvenserne omkring 5Hz, 7Hz og 9Hz.
På figur 9.9 ses et flowplot, hvor L,R og C er konstant Det ses at samme fænomen som var
observeret på figur 9.8, ikke viser sig her da det største flow ligger på −7.2197 · 10−9 ved
8, 7Hz, hvilket er under vores models anvendelsesområde.
Figur 9.9 Middelflow som funktion af frekvens, Pp = 100sin2(ωt). L,R og C er konstante.
Som nævnt i problemformuleringen, er det vores intention at undersøge, hvorvidt det er
inertansen, resistansen eller kompliancen, der har størst indflydelse på etableringen af dette
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middelflow. Figurerne 9.10, 9.11 og 9.12 viser middelflowet som funktion af frekvensen når
inertansen, resistancen og kompliancen er varierende, samtidig med at de to andre størrelser
er konstante, hvilket vil sige at radius i beregningerne for de konstante størrelser er hvilera-
dius r (t) = r0. Det ses på figur 9.10, at denne graf ligner grafen når alle variable afhænger
Figur 9.10 Middelflow som funktion af frekvens, Pp = 100sin2(ωt). Varierende L. R og C konstant
af radius, figur 9.8. Det ses dog, at værdierne for middelflowet lader til at være forskudt
en smule op ad y aksen. Som det ses på grafen når det kun er resistansen, der afhænger af
Figur 9.11 Middelflow som funktion af frekvens, R er varierende. Pp = 100sin2(ωt)
radius, figur 9.11, ligger middelflowet omkring nul alle steder undtagen ved frekvenser lige
omkring 9Hz. Det er også værd at bemærke at størrelses ordenen på dette flow er 10−7,
altså en faktor 103 fra det middelflow, der blev opnået da alle de variable var afhængige af
radius. Som det ses på grafen når det kun er kompliancen der afhænger af radius, se figur
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Figur 9.12 Middelflow som funktion af frekvens, C er afhængig. Pp = 100sin2(ωt)
9.12, er middelflowet, som med resistancen, forsvindende lille i forhold til det middelflow
vi har opnået med vores model. Man kan se at punkterne ligger sporadisk omkring x ak-
sen. Dette kunne tyde på at middelflowet er så småt, så det kun er fejlkilden ved vores
middelflowsberegning, se afsnit 8.1 omkring beregning af middelflow, der giver et bidrag til
flowet. Kort sagt, der er ikke noget middelflow.
Hvis man sammenligner de fire flowgrafer med hhv. L, R og C afhængende af radius og dem
alle konstante, kan man desuden se at der forekommer samme udsving, som i vores normale
model. Men hvor det for C, R og grafen, hvor alle er konstante’s vedkommende, til trods
for udsvinget, ikke er udpræget stort middelflow, altså middeflow < 3.5 · 10−7.
Som det ses af figur 9.8 og 9.10, er der store udsving på grafen i frekvensområdet f =
[4; 10]Hz. Vi har derfor valgt, at undersøge dette frekvensområde nærmere på disse to
grafer, for at få et mere detaljeret billede. I denne undersøgelse har vi valgt at benytte
skridtstørrelsen 133Hz. De nedenstående grafer, figur 9.13 og 9.14, viser flowet som funktion
af frekvens når hhv. alle de variable afhænger af radius og når det kun er inertansen der
afhænger af radius.
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Figur 9.13 Middelflow som funktion af frekvens, L, R og C er afhængige af radius. Frekvensområdet
f = [4; 10]Hz er vist. Pp = 100sin2(ωt)
Figur 9.14 Middelflow som funktion af frekvens, konstant L, R og C er afhængige af radius.
Frekvensområdet f = [4; 10]Hz er vist. Pp = 100sin2(ωt)
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10 Diskussion
Vi vil nu diskutere vores resultater og modellens begrænsninger samt diskutere udseen-
det af graferne. Ud fra analogibetragtninger til den i [Tim05] modellerede opstilling, har
vi defineret et system, der lige så vel som karsystemet burde kunne give anledning til et
frekvensafhængigt middelflow. Ud fra fysiske og matematiske principper har vi desuden op-
stillet og udledt vores model, der efterfølgende anvendes på et kompartmentsystem, svarende
til at slangen diskretiseres i fem stykker.
For at validere vores model har vi udledt kontinuitetsligningen ud fra vores ligninger i
grænsen hvor kompartmentstørrelsen går mod nul. Når L, R og C er konstante har vi også
udledt den endimensionelle Euler-ligning med friktionsled. Ydermere har vi testet modellen
numerisk i nogle tilfælde, hvor vi kender det tilsvarende fysiske udfald, hvilket også tjener til
en vurdering af modellens gyldighed, til trods for at der ikke burde være væsentlig tvivl om
de indgående ligningers gyldighed. Vurderingen af modellens gyldighed gav de forventede
resultater bortset fra det tilfælde hvor én af radierne i slangen ikke var lig hvileradius. I
dette tilfælde blev radius over tid ikke lig med hvileradius, men svingede om denne. Det
har ikke været muligt for os at identificere hvad der var skyld i denne afvigelse fra det
forventede. Middelflowet ved denne afvigelse var i størrelsesordenen 10−8m3s , hvilket derfor
må betragtes som en nedre grænse for modellens gyldighed. Da vi i vores kørsler med alle
variable afhængige af radius observerede et middelflow i størrelsesordenen 10−4m3s , mener vi
at kunne se bort fra den før omtalte fejl, når middelflowet antager værdier, der er væsentlig
større end den nedre grænse.
Efter at have undersøgt gyldigheden af modellen, har vi undersøgt hvorvidt der forekom-
mer et middelflow, og om dette middelflow primært afhænger af inertansen, kompliancen
eller resistansen. Ved den egentlige undersøgelse af middelflowets afhængighed af frekvensen
var der et tydeligt resultat. Ved radiusafhængig inertans, resistans og kompliance er der
et frekvensafhængigt middelflow, hvilket se på figur. 9.8. Middelflowet skifter fortegn seks
gange i intervallet 4 − 12Hz. Ved 5, 2Hz skifter flowet fra positivt til negativt. Derudover
skifter flowet fortegn ved 5, 5; 7, 1; 7, 4; 8, 8 og 9, 2Hz. Nær to frekvenser, hvor middelflowet
skifter fortegn udviser grafen ofte resonansopførsel. Det vil sige, at der opnås meget høje hhv.
meget lave værdier for middelflowet, hvor der er resonanspunkter. Ved disse resonanspunk-
ter ser det ud til, at grafen har en lodret asymptote da grafen springer fra 2, 5m3s til −2m
3
s
ved cirka 7, 3Hz og fra cirka −5m3s til 4m
3
s ved ca 8, 8Hz. Det ses ud fra graferne, at vi har
været i stand til at opnå et frekvensafhængigt middelflow med vores model. Ydermere har vi
observeret, at skiftene i flow fra positivt til negativt eller omvendt, kvalitativt ligner grafer
set i litteraturen[Tim05], hvilket vi betragter som yderligere en validering af vores model.
For at undersøge i hvor høj grad graferne, hvor enten inertansen, kompliancen eller resis-
tansen afhænger enkeltvis af radius, har samme karakteristiska som når de alle er afhængige
af radius, har vi ligeledes plottet middelflowet for disse som funktion af frekvens. Grafen
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hvor inertansen er den eneste der afhænger af radius ses på figur 9.10. På baggrund af denne
graf, ses det, at inertansen alene kan skabe et frekvensafhængigt middelflow i vores model.
Hvis udelukkende kompliancen eller resistansen er de eneste radiusafhængige størrelser, fig-
ur 9.12 og 9.11, ses det, at der ikke eksisterer seks fortegnsskift eller asymptotisk opførsel
på graferne. Desuden er absolutværdien af det største udsving i middelflowet mindre end
10−7m
3
s , hvilket er væsentlig mindre end udsvingene på graferne for varierende inertans eller
for både varierende inertans, kompliance og resistans. Desuden er resultaterne for varierende
R og C i størrelsesordenen tæt på den førnævnte nedre grænse for vores models gyldighed.
Det kan derfor være svært for os at diskutere disse grafer, da vi ikke entydigt kan bestemme
om de giver et godt billede af strømningsfænomenet.
Hvis vi antager at vores model er korrekt, er der dog ingen tvivl om, at det er inertansen,
væskens modstand imod acceleration, der er ansvarlig for det frekvensafhængige middelflow.
Vi vil nu diskutere forekomsten af den asymptotiske opførsel i en mere perspektiverende del
af diskussionen.
Ved dimensionsanalyse kan vi finde nogle karakteristiske tider og frekvenser, for vores sys-
tem ud fra de tre størrelser; inertansen, resistansen og kompliancen. Disse størrelser er
karakteristiske for vores system da de beregnes ud fra bl.a. slangelængden, Youngs modul
for slangen og radius i slangen. Massen betegnes her med m, l er en længde og t er en tid.
Dimensionerne for inertansen, resistansen og kopmpliancen er:
• [L] = m · l−4
• [R] = m · l−4 · t−1
• [C] = m−1 · l4 · t2
Vi kan nu kombinere disse udtryk på tre forskellige måder, hvis dimensionen alle bliver en
tid:
• τ1 = LR
• τ2 = R · C
• τ3 =
√
L · C
Ud fra elektricitetslæren kan vi lave analogier til vores system, og hver karakteristiske tid
kan derfor tænkes at have en ganske speciel betydning for vores system. Vi vil ikke lave en
dybere beskrivelse af de karakteristiske tiders funktion i elektricitetslæren, men blot henvise
til [Mos04], hvori den fulde udledning af tiderne og deres funktion kan findes. Vi mener, at
den første karakteristiske tid τ1 kunne indgå i udtrykket for tiden det tager for at opnå
middelflowet igennem vores system. Med denne antagelse ville udtrykket for middelfowet
qav se således ud:
qav = qav,slut
(
1− e− tτ1
)
(10.1)
Hvis vi indsætter værdien af L og R, får vi at τ1 = 78s, hvis dette udtryk sammenlignes
med 9.3, på hvilken det ses at flowet har udseende af at være stabiliseret efter omkring 400
sekunder. Dette ville svare til ca. 5 karakteristiske tidsskridt, hvilket medfører at værdien
af qav ville antage 99.3% af den endelige værdi. Hvis plotter grafen for funktionen givet ved
ligning 10.1 fås figur 10.1. Det lader til at graferne følger hinanden og antagelsen dermed
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Figur 10.1 Graf for 2 Hz med graf for karakteristisk tid τ1 afbildet oveni.
kunne være rigtig. I elektricitetslæren angiver τ2 en karakterestisk tid det tager at aflade
en kondensator med en faktor e−
t
τ2 , når den har haft en ladning på kondensatorpladerne til
tiden nul.
I = I0e
− tτ2
τ2 bliver 1.6 · 10−5s, og vi mener, at denne størrelse burde indgå i udtrykket for hvor lang
tid det tager for systemet at falde tilbage til hvile efter at have haft et flow igennem slangen.
qav = qav,maxe
− tτ2
Det er vores forestilling at dette skulle svare til, at flowet gik fra et max-flow til middelflow.
Vi forestiller os dermed at det skulle svare til en kvart svingning på figur 10.2. Det ses dog
Figur 10.2 En kvart svingning afbilledet på grafen.
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tydeligt, at τ2 ikke er i overensstemmelse med grafen på figur 10.2. Her tager det væsentligt
længere tid end 5 gange 1.6 ·10−5s, hvor flowet skulle være indenfor 1% af qmax fra nul. Det
er derfor tvivlsomt om den antagelse vi her har gjort os er den rigtige.
Den sidste karakteristiske tid for systemet, τ3 kunne være relateret til resonansfrekvensen
for vores slange. Vi kan ud fra denne tid finde resonansfrekvensen for systemet til at være:
τ3 =
√
L · C ⇒ fτ = 1√
L · C = 28.64Hz
Hvis vi bruger denne frekvens til vores pumpe, får vi en graf som på figur 10.3:
Figur 10.3 Flow ved resonansfrekvensen
Det ses, at flowet er markant anderledes end ved fx 10 Hz, figur 10.4:
Figur 10.4 Flow ved 10 Hz
Resonansfrekvensen fτ stammer fra en eletrodynamisk betragtning, men man kan også
finde en resonansfrekvens ud fra en mekanisk betragtning, hvilket vi gjorde i afsnit 7.2.
Hhv. resonans i et LRC-kredsløb fra ellæren, og resonans af stående bølger i en slange fra
bølgelæren, kunne være en forklaring på resonansfrekvensernes position. I afsnit 7.2 fandt vi
resonansfrekvensen til at være 3.31Hz. Ved et helt multiplum af denne frekvens skulle der
dannes stående bølger i slangen, og middelflowet burde derfor være forstærket i høj grad
ved disse frekvenser. Dette er dog ikke tilfældet med vores frekvensafhængige middelflow,
da det umiddelbart ser ud til at resonanspunkterne (der hvor grafen er diskontinuert) ikke
ligger ved de givne frekvenser (se figur 9.8). En undersøgelse af, hvilket fænomen der er
årsag til fremkomsten af de asymptotiske punkter der ses på graferne med middelflowet som
funktion af frekvens, lægger umiddelbart op til nærmere undersøgelse. Vi håber at vores
68
resultater kan skabe interesse for fænomenet, og muligvis hjælpe andre der har mod på at
tage udfordringen op.
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11 Konklusion
Vi har ud fra simple fysiske og matematiske betragtninger opstillet en model, der kan skabe
et frekvensafhængigt middelflow. Modellen er dog på visse punkter ikke en tilstrækkelig
beskrivelse af virkeligheden, da hverken radier eller flows konvergerer mod hvileradius eller
nul ved en ændret startradius i ét kompartment. I dette tilfælde var pumpen ikke tilsluttet.
Hvis inertansen, resistansen og kompliancen holdes konstante, og antallet af kompartments
i denne simple model samtidig gøres uendelig stort, kan en simpel udgave af Navier-Stokes
ligning samt kontinuitetsligningen udledes fra modellen. Efter at have undersøgt størrelsen af
middelflowet når udelukkende inertansen, resistansen eller kompliancen er radiusafhængig,
kan vi konkludere, at inertansen har den største indflydelse på middelflowet i vores mod-
el. Middelflowets størrelse, når alle tre størrelser er radiusafhængige, er i størrelsesordenen
10−4m
3
s ; denne størrelse ændres til at være i størrelsesordenen 10−8
m3
s når udelukkende
resistansen eller kompliancen er radiusafhængig.
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12 MatLab
function xdot=gr(t,x); % funktionen defineres
xdot=zeros(11,1); % xdot vektoren defineres
w = pi*((131+1)/33); % frekvensen på vores pumpe
r0 = 0.025; % radius når systemet er i hvile
dx=0.1; %længden af kompartment
rho= 1000; % vands densitet
n= 0.001; % vands viskositet
E= 4.1*10 ^5; % youngs modul
h= 0.001; % tykkelsen af slangevæggen
Vd=dx*pi*r0 ^2; % Hvilevolumen
% Resistanceligningerne
R1 = (8*n*(dx/2))/(pi*x(1) ^4); % kompartmentet har halv længde og bruger kun radius fra
r1
R2 = (8*n*dx)/(pi*((x(1)+x(2))/2) ^4);
R3 = (8*n*dx)/(pi*((x(2)+x(3))/2) ^4);
R4 = (8*n*dx)/(pi*((x(3)+x(4))/2) ^4);
R5 = (8*n*dx)/(pi*((x(4)+x(5))/2) ^4);
R6 = (8*n*(dx/2))/(pi*(x(5) ^4)); % kompartmentet har halv længde og bruger kun radius fra
r5
% Intertansligningerne
L1 = (rho*(dx/2))/(pi*x(1) ^2); % kompartmentet har halv længde og bruger kun radius fra r1
L2 = (rho*dx)/(pi*((x(1)+x(2))/2) ^2);
L3 = (rho*dx)/(pi*((x(2)+x(3))/2) ^2);
L4 = (rho*dx)/(pi*((x(3)+x(4))/2) ^2);
L5 = (rho*dx)/(pi*((x(4)+x(5))/2) ^2);
L6 = (rho*(dx/2))/(pi*x(5) ^2); % kompartmentet har halv længde og bruger kun radius fra r5
% Komplianceligningerne
C1=((pi*dx)/(E*h))*(x(1) ^3+x(1) ^2*r0);
C2=((pi*dx)/(E*h))*(x(2) ^3+x(2) ^2*r0);
C3=((pi*dx)/(E*h))*(x(3) ^3+x(3) ^2*r0);
C4=((pi*dx)/(E*h))*(x(4) ^3+x(4) ^2*r0);
C5=((pi*dx)/(E*h))*(x(5) ^3+x(5) ^2*r0);
72
% Vores pumpefunktion
P=100*(sin(w*t)) ^2;
% Ligningerne for de radiusafledte
dr1dt = (x(6)-x(7))/(2*pi*dx*x(1));
dr2dt = (x(7)-x(8))/(2*pi*dx*x(2));
dr3dt = (x(8)-x(9))/(2*pi*dx*x(3));
dr4dt = (x(9)-x(10))/(2*pi*dx*x(4));
dr5dt = (x(10)-x(11))/(2*pi*dx*x(5));
% Differentialligningerne skrives op:
% Ligningerne for dr/dt
xdot(1) = dr1dt;
xdot(2) = dr2dt;
xdot(3) = dr3dt;
xdot(4) = dr4dt;
xdot(5) = dr5dt;
% Ligningerne for dq/dt
xdot(6) = ((-dx*pi*x(1) ^2+Vd)/C1)/L1 - (R1*x(6))/L1;
xdot(7) = ((dx*pi*x(1) ^2-Vd)/C1 - (dx*pi*x(2) ^2-Vd)/C2)/L2 - (R2*x(7))/L2 -P/L2;
xdot(8) = ((dx*pi*x(2) ^2-Vd)/C2 - (dx*pi*x(3) ^2-Vd)/C3)/L3 - (R3*x(8))/L3 +P/L3;
xdot(9) = ((dx*pi*x(3) ^2-Vd)/C3 - (dx*pi*x(4) ^2-Vd)/C4)/L4 - (R4*x(9))/L4 ;
xdot(10) = ((dx*pi*x(4) ^2-Vd)/C4 - (dx*pi*x(5) ^2-Vd)/C5)/L5 - (R5*x(10))/L5;
xdot(11) = ((dx*pi*x(5) ^2-Vd)/C5)/L6 - (R6*x(11))/L6;
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